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PRÉFACE. 



Si l'on doit juger de l'excellence d'une institution uni- 
quement d'après les résultats qu'elle a fournis, d'après les 
fruits qu'elle a portés, il est peu d'institutions humaines 
qui paraissent plus excellentes et plus utiles que celle de 
l'Ecole Polytechnique : née d'hier, elle a déjà ses titres de 
noblesse; et ces titres, personne ne les lui conteste, car ils 
sont en bonne forme et revêtus des noms glorieux de la plu- 
part des inventeurs du siècle. 

Toutefois, si la création de l'Ecole Polytechnique a été la 
réalisation d'une grande pensée, la marche suivie dans son 
enseignement intérieur, la direction qu'elle a imprimée aux 
études scientifiques extérieures, et même les travaux inces- 
sants des maîtres et des élèves, ont eu ce résultat, fâcheux 
selon nous, de créer autour de l'étudiant en mathématiques 
une atmosphère artificielle, le faisant vivre dans le présent, 
mais le séparant complètement du passé; réflédiissant vers 
lui toutes les lumières de l'analyse contemporaine , mais 
absolument impénétrable aux rayons de la Géométrie mo- 
derne. Pour celui qui vit dans un pareil milieu, l'histoire 
des mathématiques ne parait guère commencer sérieusement 
qu'à l'époque de la fondation de l'École Polytechnique. C'est 
là l'origine du monde, le commencement du temps, de la 
lumière et de l'ordre, au delà duquel on trouverait sans 
doute les ténèbres et le chaos. 

Aussi les méthodes des inventeurs sont-elles généralement 
ignorées des élèves; elles ont disparu sous l'uniformité d'une' 
analyse élégante ; et si leurs noms sont prononcés quelque- 
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fois, il semble que ce soit moins par déférence que pour la 
commodité du discours. 

Cette adoration du présent et cet oubli du passé se tra- 
duisent parfois d'une manière naïve : ainsi l'on dit généra- 
lement la formule de Petit (i) ou la formule de M. Ch, Dupin (a); 
il serait en effet de mauvais goût, en pareille matière, de 
faire remonter ses connaissances historiques au delà de 17949 
et d'attribuer une formule à' celui qui l'a donnée pour la 
première fois, celui-ci s'appelât-il le marquis de l'Hôpital 
ou Maclaurin, 

Par un contraste remarquable, c'est d'une façon tout 
opposée que Ton procède dans les études littéraires. Là le 
culte du passé fleurit dans toute sa splendeur : les grandes 
voix des poètes, des philosophes, des historiens qui vivaient 
il y a deux mille ans, dominent toutes les voix du siècle; 
et si leurs * œuvres renferment des beautés éternelles , on 
n'est pas injuste envers eux, et l'admiration qu'ils inspirent 
demeure éternellement jeune. Et je ne sache pas de plus 
éloquente louange des gloires littéraires de l'antiquité, que 
le spectacle donné depuis vingt siècles par chaque génération 
nouvelle venant continuer, avec les esprits les plus profonds 
et les plus élégants de la Grèce et de Rome, ce commerce non 
encore interrompu qui forme la chaîne vivante du passé au 
présent, et dont Descartes a si bien caractérisé le charme et 
l'utilité , en le présentant comme « une conversation avec les 
plus honnêtes gens des temps passés , et même une conversa- 
tion étudiée en laquelle ils ne nous découvrent cpie les meil- 
leures de leurs pensées (3) ». 

Ainsi l'antagonisme entre le présent et le passé qui se ma- 
nifeste dans tous les développements de la pensée moderne, 
se retrouve encore à l'état latent sans doute, mais avec une 
incontestable réalité, dans les voies contraires de nos deux 



(i) Problème des caustiques. 

{•i) Expression du rayon de courbure de Tellipsc. 

(3) Discours de la Méthode. 
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enseignements littéraire et scientifique. Or, si les méthodes 
opposées que Ton suit dans l'un et dans l'autre ont cependant 
porté leurs fruits, quels résultats plus excellents encore ne 
devrait-on pas attendre de l'introduction de la méthode his- 
torique dans l'enseignement scientifique actuel? Et sans parler 
de l'attrait que présente l'étude des origines de chaque science, 
de sa formation et de ses développements successifs , n'est-il pas 
infiniment probable que plusieurs des méthodes créées par les 
inventeurs pour résoudre certains problèmes aujourd'hui con- 
nus ou oubliés, pourront s'appliquer avec avantage à la solu- 
tion de problèmes nouveaux, non encore formulés^ et que, 
par suite, la connaissance de ces méthodes peut aider puis- 
samment, dans leurs enfantements futurs , les esprits créateurs 
que nous réserve l'avenir? 

Ces réflexions m'ont inspiré le désir de tenter cet ouvrage, 
dans lequel j'ai cherché à réunir, sous les titres généraux 
d'un petit nombre de méthodes et de problèmes , en même 
temps que les procédés d'investigation géométrique suscep- 
tibles d'une définition rigoureuse, la plupart des doctrines 
acquises à la géométrie infinitésimale pendant la première 
période de son histoire. 
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3. Problème de la brachistochrone dans le cas ordinaire de la pesanteur, 
p. ii5. 

4. Problème de la brachistochrone dans le cas d'un centre attirant placé à une 
distance finie. — Examen du cas particulier où la], courbe cherchée est une épi- 
cycloïde, p. 117. 

5. Problème. — Trouver la courbe plane passant par deux points donnés , et 
engendrant une aire minimum par sa rotation autour d'un axe situé dans son 
plan, p. 119. 

CHAPXnUB V. 

Des maxima et minima relatifs. 

Définition du problème général qui consiste à déterminer parmi toutes les 
courbes pour lesquelles la fonction $ de la courbe a une valeur constante , celle 
pour laquelle la fonction F de la courbe a une valeur maximum ou minimum. 

Énoncé général de la méthode qui consiste à chercher la co.urbe pour laquelle 
la fonction mF + n$ de la courbe acquiert une valeur maximum ou minimum, 
m et n étant des nombres indéterminés ; remarque sur la détermination ulté- 
rfeure de ces nombres , p. 1 20. 

Applications : 

1. Brachistochrone parmi toutes les courbes d'une longueur donnée , la pesan- 
teur s'exerçant par des parallèles , p. 121 . 

2. Brachistochrone parmi toutes les courbes d'une longueur donnée , la pesan- 
teur s'exerçant par des droites concourantes , p. 122. 

3. Parmi toutes les lignes planes d'une longueur donnée, réunissant deux 
points donnés , trouver celle qui , par sa rotation autour d'^un axe situé dans le 
même plan, engendre une aire minimum , p. i23. 

4. De la ligne qui renferme la plus grande aire parmi toutes les lignes d'égale 
longueur , p. 1 23 . 

CnBLAPITRB VZ. 

Be la métiiode par déoompositioii en éléments correspondants. 

Ënoncé des deux problèmes généraux auxquels s'applique cette méthode. — 
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Elle remplit en géométrie le rôle réservé dans l'analyse au calcul intégral , et 
doit fournir à celui-ci le principe de ses transformations , p. 134* 

Applications : 

I . Attraction d'une sphère sur un point extérieur (Newton), p. i35. 

1, Attraction d'un cylindre indéfini sur un point extérieur, p. ia8. 

3. Théorie géométrique des courbes tautochrones , d'après Newton. — Prin- 
cipe fondamental. — Applications : i^ au cas ordinaire de la pesanteur; 2^ au 
cas d'un centre attirant situé à une distance finie ; cas spécial de l'épicycloîde , 
p. 129. 

4. Problème de Viviani sur la voûte carrable. — Solutions en nombre infini, 
d'après Leibnitz et Jean Bernoulli. — Identité de l'une des solutions fournies 
par ce dernier avec celle de Viviani. — Observation de Bossu t sur une solution 
particulière du problème de la voâte cubable d'Euler, p. iSs. 

5. Rectification des épicycloïdes allongées ou raccourcies, d'après Pascal , 
p. i35. 

6. Seconde solution du même problème. — Formules, i36. 

7. Démonstration nouvelle du théorème de Fagnano , p. 139. 

8. Théorèmes de M. Chasles sur les arcs d'ellipse à différeDce rectifiable , 
p. i4i. 

9. Construction géométrique des rayons de deux cercles dont les circonfé- 
rences comprennent entre elles le périmètre d'une ellipse donnée. -^Construc- 
tion semblable s'appliquant à la détermination des limites inférieure et supé- 
rieure d'un arc quelconque d'ellipse. — Enoncé d'un théorème de Bernoulli 
(Jean) fournissant une approximation plus rapide, mais s'appliqnant seulement 
à l'évaluation du périmètre total de Tellipse, p. 142- 
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CHAPITRE PREMIER. 

Analyse de différentes méthodes que l*cm peut suivre dans la solution des 
problèmes ou dans la démonstration des théorèmes de géométrie. 



1 . Réflexiofis générales sur Putilité cFunc classification des divers pro- 
cédés que ton peut employer pour résoudre les questions de géométrie, 
— Nous nous proposons , dans ce chapitre , de présenter une classification 
rationnelle des différentes méthodes que Ton emploie en géométrie pour 
la démonstration des vérités déjà acquises ou pour la solution des pro- 
blèmes. 

Sans doute une pareille classification aura quelque chose d'arbitraire , 
et les méthodes auxquelles nous donnerons des dénominations différentes , 
en les regardant comme parfaitement distinctes , pourront avoir bien des 
points de ressemblance. Toutefois, et malgré ce défaut inévitable, une 
classification aura cet avantage de définir d'une manière plus nette plu- 
sieurs des méthodes que peut suivre l'esprit dans ses efiForts pour établir 
une vérité géométrique , et qu'il suit quelquefois confusément , en ne se 
rendant pas un compte exact des opérations auxquelles il se livre : elle 
éclairera les routes que nous avons suivies pour l'établissement des vérités 
élémentaires; et, donnant pour ainsi dire à chacune d'elles un numéro 
d'ordre, elle nous permettra de les aborder successivement, sans confu- 
sion, jusqu'à celle qui nous montrera d'une manière plus visible le but 
que nous voulons atteindre. 

Ainsi que le fait observer M. Lamé dans son excellent ouvrage ; Examen 
des différentes méthodes employées pour résoudre les problèmes de géo- 
métrie , la multiplicité même des moyens que peut employer la géométrie 
pour arriver au but proposé , paraît d'abord devoir écarter les méthodes 
générales et laisser l'esprit incertain de la route qu'il doit choisir parm 
toutes celles qui sont ouvertes devant lui. 
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Cette incertitude , qui , en laissant de côté des hasards heureux , frappe 
de stériUté les recherches inhabiles , provient précisément de l'absence de 
méthodes nombreuses et nettement définies parmi lesquelles on puisse, 
par des essais successifs , rechercher celle qui s'adapte le mieux à la ques- 
tion proposée. 

Nous allons commencer l'exposition dé plusieurs de ces méthodes , en 
avertissant , ce qui sera sans doute superflu , que nous n'attachons pas une 
réalité absolue à la séparation ou classification que nous en avons faite , et 
que nous sommes surtout très-éloigné de croire avoir prévu toutes les 
voies que l'on peut suivre dans la recherche directe des vérités géomé- 
triques. 

2. Deiix méthodes générales, — Analyse et Synthèse, — Les moyens si 
variés que l'on peut employer pour établir une proposition de géométrie 
peuvent tous se rattacher à deux méthodes principales : la méthode par 
analyse et la méthode par synthèse. 

1°. Une proposition sera démontrée par la méthode analytique si, en 
prenant pour point de départ les relations données, explicitement ou im- 
plicitement ^ entre les éléments que l'on considère, on parvient, par un 
dénombrement complet de toutes ces relations, ou seulement par un choix 
intelligent des relations utiles et leur transformation , à faire voir qu'elles 
entraînent nécessairement les relations affirmées par la proposition. 

a°. La synthèse peut arriver au même but par deux voies distinctes : 

Soit en excluant entre les éléments considérés toutes relations différentes 
de celles affirmées par la proposition ( Voir ci-après la méthode par la ré- 
duction à l'absurde) ; 

Soit en admettant les relations à démontrer, les prenant pour point de 
départ, et faisant voir que, par un enchaînement mutuel, elles entraînent 
des relations comprises dans les relations données. 

Il est peut-être inutile d'ajouter que l'on no saurait parvenir à la solution 
d'un problème quelconque que par une suite de raisonnements dépendant 
essentiellement de la méthode analytique , la synthèse pouvant intervenir 
seulement dans la démonstration de la solution à laquelle on est parvenu. 
[Examen des différentes méthodes^ pages 9 et 10.) 

Nous allons passer maintenant à l'exposition de plusieurs méthodes par- 
ticulières , moins vastes que les deux méthodes générales que nous avons dû 
signaler, et par cela même plus utiles , et dont chacune devra être regardée 
comme s'appliquant plus spécialement à une certaine classe déterminée de 
questions , quoique la solution d'un problème pris au hasard puisse exiger 
l'intervention simultanée de plusieurs d'entre elles. 

3. nUBMXiSRS BOfrrBOOB. — Par substitutions successives, — Dans 
cette méthode , on fait dépendre la solution de la question proposée d'une 
question plus simple, celle-ci d'une troisième , etc., jusqu'à ce que l'on ar- 
rive enfin à un dernier problème dont la solution soit évidente ou simple- 
ment connue. 

Cette méthode intervient dans la solution de presque tous les problèmes 
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de géométrie, en se combinant avec les différentes méthodes que nous 
avons encore à examiner; et la marche qu'elle suit est tout à fait compa- 
rable à celle de l'analyse, dans la résolution des équations par les transfor- 
mations successives qu'elle leur fait subir. [Examen des différentes mé- 
thodes^ page 12.) 

APPLICATIONS. 

Problème I. — Deuœ mobiles se mouvant uniformément et en ligne 
dfvite y on propose de construire les positions occupées par ces mobiles à 
Vinstant ou la distance qui les sépare est minimum. 

Solution, — Obser\'ons d'abord que si , dès l'origine du mouvement , on 

attribue aux deux mobiles A, A' deux nou- 

^, y, ^, velles vitesses composantes égales , paral- 

7 * 7 lèles et de même sens , dans la nouvelle 

/ / marche simultanée des deux mobiles, la 

"'^^s- i/^ droite mm' qui, à l'époque quelconque r, 

"^-nÇ, y^ mesure leur distance, sera égale (et pa- 

-rfT'-.JlVf rallèle) à la droite MJVf qui eût mesuré leur 

y^ distance à la même époque dans leur mou- 

vement primitif : ceci résulte immédiate- 
ment de la composition des vitesses. Cela posé, communiquons à chacun des 
deux mobiles A et A', une vitesse égale et contraire à celle de A'; ce dernier 
restera en repos. Quant au mobile A, si AV représente sa vitesse primitive 
et si nous menons AV égale, parallèle et de sens contraire à la droite qui 
représentait la vitesse de A' dans le mouvement primitif, la diagonale AU 
du parallélogramme construit sur AV, AV représentera la vitesse du mo- 
bile A dans son nouveau mouvement. D'ailleurs, d'après la remarque qui a 
été faite plus haut, la question proposée sera ramenée à la suivante : 

Étant donnés un point fixe A' et un point A qui décrit une droite AU, 
construire la position du point mobile pour laquelle sa distance aw point 
fixe est minimum. 

Or on obtient immédiatement la réponse à cette dernière question en 
abaissant du point A' une perpendiculaire A'^ sur la droite AU; et si Ton 
veut passer de la construction du second problème à la construction du 
premier, on mènera xa parallèle à A' V, et rencontrant AV en âf ; et la droite 
aa\ égale et parallèle à xk\ sera la distance minimum des deux mobiles A 
et A' dans leur mouvement primitif. 

Observation, — On trouve dans la Correspondance sur r École Polytech- 
nique, tome II, page -22, une solution analytique de ce problème, par 
Puissant, 

Problème II. — Les deux premiers sommets d^un triangle ABC glissant 
sur deux droites fixes Ox^ Ojr, trouver la nature du lieu décrit par le 
troisième sommet. 

Solution. — Prenantla figure mobile dans Tilne quelconque de ses posi- 

I. 
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lions , construisons la circonférence OAB , joignons 
son centre D au sommet libre C par une droite 
qui coupe la circonférence en A', B', et menons 
les droites indéfinies OA', OB'. 

Si l'on remarque que , le triangle ABC étant don- 
né , ainsi que Fangle/O^ , la grandeur de la circon- 
férence OAB et la position de son centre D, par rap- 
port au triangle ABC, sont déterminées , on pourra 
concevoir que cette circonférence participe au 
mouvement du triangle , et l'on verra que , dans le 
mouvement commun résultant , les différents seg- 
ments de la droite A'DB'C conservent des grandeurs invariables. 

Or, il est facile d'établir que les droites indéfinies OA', OB' sont détermi- 
nées et demeurent immobiles dans le mouvement général que nous venons 
de substituer au premier. En effet , tes angles de OA avec OB , de OA' avec 
OB', et de CD avec AB demeurant constants , les sommes arc BB' -{- arc AB', 
arc AB' 4- arc AA', arc AA' + arc BB' demeurent aussi constantes : donc les 
arcs BB', AB', A A' sont constants, et les directions OA', OB' sont déter- 
minées. 

Il résulte de là que le mouvement du point C, considéré comme sommet 
libre du triangle ABC, est le même que le mouvement du point C considéré 
comme appartenant à la droite A'B'C dont les points A' et B' glissent sur 
les deux axes rectangulaires OA', OB' ; et le problème est ramené au sui- 
vant , dont la solution est connue : 

Deux points d'une droite glissant sur deux axes rectangulaires , trouver 
la nature du lieu décrit par un troisième point de cette droite. 
Le lieu primitif est donc une ellipse ayant pour centre le point 0. 

4. OEUXliSME MJÙTUODE. — Par construction. — Cette méthode 
consiste à substituer à la définition en langage ordinaire de certain élément 
d'une figure une construction géométrique équivalente qui mettra souvent 
en lumière des relations utiles à la solution de la question proposée. Il pourra 
même arriver que cette construction modifiée laisse subsister les mêmes 
relations, et la méthode actuelle fournira alors, en même temps que la ré- 
ponse à la question proposée, la solution d'une question nouvelle. 

A cette méthode se rattache encore l'emploi des constructions auxiliaires 
d'une si grande importance dans la solution des questions de géométrie , 
mais pour le choix desquelles il est presque impossible d'assigner des règles 
générales. On peut toutefois indiquer une de ces constructions qui trouve 
son application dans beaucoup de cas, et qui consiste à fixer la position des 
points, connus ou inconnus, par rapport à l'ensemble de la figure, en me- 
nant par chacun de ces points des parallèles à deux droites de la figure 
terminées à ces droites. 

D'ailleurs la méthode actuelle ne doit pas être regardée comme une mé- 
thode particulière , indépendante de celles que nous avons déjà examinées ; 
mais seulement comme une. méthode de détail , destinée à prêter son appui 
à toutes les autres. 
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APPLICATIONS. 

Première question. — Problème. -- Par un point C, situé sur la bissec- 
trice (Tun angle , on mène une transversale coupant en A , B, les côtés 
de r angle y et par les points X et h on abaisse, sur la bissectrice OC, les 
perpendiculaires ka, Bè ; prenant le point k milieu de OC, sur la droite ak 
comme diamètre y on construit une demi-circonférence qui est rencontrée 
en M par la droite Bb; et l'on demande le lieu géométrique des points M. 

Solution, — La construction fournit immédiatement la relation 



{') 



Mb=^ab,kb, 




Cela posé , on a 

{^0 



ab 



Or, à la définition du point k, d'après 
laquelle ce point est le milieu de la 
droite CO, nous pouvons facilement sub- 
stituer une construction géométrique. 
Car, si l'on mène C/^ parallèle au côté AO 
et terminée au côté BO, et que l'on 
abaisse du point h une perpendiculaire 
sur la bissectrice , le pied de cette per- 
pendiculaire sera le milieu de CO, et par 
suite coïncidera avec le point X. 

= C^^- 
"^^CB' 



et au moyen de la construction du point k , on trouve aussi 

BA 



(à) 



kb = Ob, 



BO 



Substituant ces valeurs de ab et de kb dans la relation (i), et observant 
qu'en vertu de la construction 



il vient enfin 

(I) 



BA_BO ,, . AB Bh_ 
BC~BA' ^" CB'BO""'' 



Ub = Cb,Ob, 



Ce qui fait voir que le lieu des points M est la circonférence décrite sur la 
droite OC comme diamètre. 

*S5co/ié'. — Les relations précédentes subsisteraient encore et conduiraient 
par suite au même résultat, si , la droite OC n'étant plus la bissectrice de 
l'angle 0, le point k était toujours défini par la même construction, qui con- 
siste à mener Cà parallèle à OA, et à abaisser hk perpendiculaire sur OC. 

Deuxième question. — Théorème. — Les quatre côtés d'un quadrila- 
tère, pris trois à trois, forment quatre triangles : construisant le point de 
rencontre des Iiauteurs de chacun de ces triangles, on obtient quatre 
points qui sont en ligne droite. 



I 



6 BES METHODES E!î GÉOMÉTRIE. 

Dénèonstration, — Soient, par exemple, /«, «, p les points de ren- 
contre des hauteurs des triangles ABD, BCF, AGE, et cherchons à établir 
qu'ils sont en ligne droite. 

{Menons à cet effet la droite 
CL parallèle à BD, et con- 
struisons auxiliairement le 
point de rencontre des hau- 
teurs du triangle ACL ; soit 
k ce point de rencontre. 

Appelons rf, /, ^, / les 
pieds des hauteurs abais- 
sées sur la droite ABC des 
sommets D, L, E, F. 

On aperçoit immédiate- 
ment que les points A , /w , 
k sont en ligne droite , ainsi 
que les points /e?, C , A: ; et 
que les droites mk et C/2 
sont parallèles. Il suffira 
donc , pour démontrer que les points m^n^p sont en ligne droite, d'établir 
régalité 

, . km kp 

Or les lignes km et C/i qui sont parallèles , les lignes kp et C/? qui sont 
des segments d'une même droite , sont entre elles comme leurs projec- 
tions sur la droite ABC ; on a donc les égalités suivantes : 

km _ dl kp _ el 




Il suffira donc d'établir l'égalité 

Mais 

ld_DL Ç/_FC. 

le~LE' C^~CE' 



CfeC 



r • id C/ 

ou bien 7- = 7—- 
le Ce 



donc l'égalité à démontrer (x') revient à la suivante : 

^"^^ LE CE' 

qui résulte immédiatement de la construction , CL ayant été menée paral- 
lèlement à BD ou FD. Donc l'égalité primitive [x) est démontrée, et les 
trois points m^ n, p sont en ligne droite , ce qui suffit pour la démons- 
tration du théorème. 

5. TROISXinMnB BKÉTBOIIB. — Par duplication. — Cette méthode 
consiste à faire tourner une portion d'une figure autour d'une certaine 
droite, pour lui donner, par rapport à l'axe de rotation, une position 
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symétrique de colle qu'elle occupait d'abord; opération qu'on exprime 
plus simplement en langage ordinaire en disant qu'on opère la duplication 
d'une portion de la figure primitive autour de l'une des lignes de oitte 
figure. Or, si la ligne autour de laquelle on a fait la duplication a été con- 
venablement choisie , il arrivera que les éléments linéaires ou angulaires 
que l'on avait à comparer ne seront pas altérés , et que les relations qu'il 
fallait mettre en évidence dans la première figure deviendront intuitives , 
ou au moins d'un plus facile accès, dans la seconde. 

On pourra d'ailleurs, dans certains cas, avoir à opérer plusieurs dupli- 
cations successives autour de différents axes. 




APPLICATIONS. 

Première question. — - Problème. — T/miver le plus court chemin pour 
aller (fun point à un autre , en passant par une droite donnée qui laisse 
fPun même côté les deux points donnés. 

Solution. — Soit AMB un chemin quelconque réunissant les deux points 

A et B, en passant par un point M de la 
droite xf. 

Opérant la duplication autour de la droite 
xj de la portion de la figure qui contient les 
droites issues du point A, le point A viendra 
en A', symétrique de A par rapport à xy; et 
le chemin AMB sera remplacé par le chemin 
égalA'UB qui réunit le point déterminé A' au 
point B et qui traverse la droite x/. Le che- 
min AMB sera donc minimum quand le chemin correspondant A' MB sera 
minimum, c'est-à-dire quand la ligne A'MB sera droite. Le point cher- 
ché M , auquel correspond le chemin minimum AMB , est donc déterminé 
par l'intersection des droites A'B et .rj. 

Seconde question. — Problème. — Étant donnés deux points A et B, 
situés (F un même côté cVune djvite xy\ trouver sur celle-ci un point M tel^ 
(pi en joignant AlVÏ et BM, Vcmgle AJMj: soit double de Pangle BMj. 

Solution. — Supposons le problème résolu , et opérons la duplication 

autour de xy de là portion de la figure 
qui contient BM; le point B viendra 
en B' symétrique de B par rapport à 
xy\ l'angle B'Mj égal à BMj sera 
donc la moitié de l'angle AMo?; donc 
si l'on prolonge AM suivant M«, la li- 
gne B'M sera la bissectrice de l'angle 
<7Mr ou rtM^, et le point B', sera éga- 
lement éloigné des deux côtés de cet angle. Donc , si du point B' comme 

centre et avec un rayon égal à B'ô = -B'B nous décrivons une circonfé- 

rcnce, cette circonférence sera tangcMitc à la droite AMrz; donc, récipro- 
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quement, pour avoir la droite AM^, il suffira de mener du point A une 
tangente à la circonférence B', et le point M sera déterminé par Fintersec- 
tioft de cette tangente avec la droite xy. 

Troisième question. — Théorème. — La somme des distances {Pun 
point quelconque de la base cPun triangle isocèle aux deux côtés de ce 
triangle est constante , quel que soit le point choisi sur la base. 

Démonstration, — Soit o un point quelconque pris sur la base BC du 

triangle isocèle ABC ; et oc , oh les perpendiculaires 
abaissées de ce point sur les côtés AB , AC. Opérons 
la duplication autour de la base BC de la portion de 
la figure qui contient le côté AG et la perpendicu- 
laire correspondante o^; le côté C^ A prendra la 
position symétrique C^'A', et la droite ob'=^ ob sera 
encore perpendiculaire à G^'A'. Or on aperçoit im- 
médiatement dans cette nouvelle figure que les droites 
BA et CA'sont parallèles; que, par suite, oc et ob' 
sont sur le prolongement l'une de l'autre , et que la somme oc H- ob' est 
constante et indépendante de la position du point o , puisque cette somme 
représente la distance des deux parallèles AB , GA', distance qui reste la 
même , quelle que soit la perpendiculaire commune aux deux droites AB , 
CA' sur laquelle on la mesure. La somme égale o^-f-oc est donc aussi 
constante. 

Remarque. .— La nouvelle figure montre encore la modification qu'il 
faudrait faire subir à l'énoncé dans le cas où le point o serait choisi sur 
l'un des prolongements de la base BG. 

6. QUATRIÈBIE MJÙTUOBB. — Par abstraction ou par générali- 
sation, — On peut en général regarder une vérité géométrique énoncée 
pour une certaine figure comme un cas particulier d'une autre vérité plus 
étendue, relative à une figure plus générale que la première, et dans la- 
quelle certains éléments seraient définis par un nombre moindre de con- 
ditions que dans la figure de l'énoncé. On pourra donc , dans certains cas 
spéciaux , faire abstraction d'une ou de plusieurs des propriétés qui défi- 
nissent certains éléments principaux de la figure primitive , pour ne con- 
server que celles qui paraîtront suffire à l'existence d'une proposition plus 
générale et dont la proposée ne sera qu'un cas particulier. 

Il arrivera souvent , d'ailleurs , que la démonstration de cette proposition 
générale paraîtra plus facile que celle de la proposition primitive, et c'est 
ce dont il est facile de se rendre compte : Tune des plus grandes difficultés 
que l'on éprouve à établir telle propriété d'une figure donnée , réside , en 
effet , dans le choix que l'on a préalablement à faire des relations utiles 
et dans leur séparation de toutes les autres relations, souvent en nombre 
considérable , qui existent entre les éléments de la figure , et que l'on n'a 
pas à employer dans la démonstration de la proposition. Si donc on est 
parvenu à cette séparation des relations utiles , on aura réellement fait un 
pas vers la solution de la question proposée. 
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APPLICATIONS. 

Théorème de Newton. — Dans un quadrilatère circonscrit à un cerde^ 
la droite qui joint les milieux des diagonales passe par le centre du 
cercle. 

Démonstration, — Soient abcd\Q quadrilatère considéré et o le centre 

du cercle inscrit. Parmi les nombreuses relations qui 
lient le point o au quadrilatère abcd, choisissons la 
suivante : 




(«) 



tri oab -H tri ocd — tri obc -h tri oda , 



qui exprime que la somme des aires des triangles ayant 

pour sommet commun le point o et pour bases deux 

côtés opposés du quadrilatère, est équivalente à la 

^^ somme des aires des triangles ayant pour bases les deux 

autres côtés. Or il est facile de démontrer que, dans un 

quadrilatère quelconque abcd^ tout point o satisfaisant à la relation (i) est 

situé sur la droite mn qui joint les milieux des diagonales. 

La relation (i) peut, en effet, s'écrire 



{>') 



tri oab — tri obc = tri oad — tri ocd\ 



et si Ton appelle m, /i les milieux des diagonales ac^ bdy on aperçoit 
immédiatement que 



(a) 



tri oab — tri obc = 2 tri omb. 



Car les triangles qui entrent dans la relation (2) ont une base commune ob , 
et sont, par conséquent, entre eux comme les distances des points a,Cy m 
à la droite ob. On aura de même 



(3) 



tri oad — tri ocd = 2 tri omd. 



Il suffira donc , pour que le point o satisfasse à l'équation de condition (i'), 
qu'il satisfasse à la suivante : 



(4) 



tri omb = tri omd, 



ce qui exige , les triangles omb et omd ayant une base commune om , que 
les sommets b , d soient également éloignés de la droite om, ou , ce qui 
revient au même , que om passe par le milieu n de la droite bd; ou enfin 
que le point o soit situé sur la droite mn qui joint les milieux des diago- 
nales. Nous avons donc ce théorème général : 

Théorème. — Dans un quadrilatère plan quelconque, le lieu des points o 
tels y que des quatre triangles ayant pour sommet commun Vun de ces points ^ 
et pour bases respectives les quatre côtés du quadrilatère^ la somme de 
deux triangles non arljacents soit égale à la somme des deux autres, est la 
droite qui joint les milieux des diagonales, ( Léon Anne. ) 
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Si le quadrilatère est circonscriptible , le centre du cercle inscrit est 
évidemment l'un des points du lieu précédent; nous retrouvons ainsi le 
théorème de Newton dans un cas particulier du précédent. 

Scolie. — A la méthode actuelle se rattache encore l'emploi des lieux' 
géométriques ou des courbes enveloppes dans la résolution des problèmes 
déterminés, ayant pour objet de trouver un point (ou une droite) satisfai- 
sant à plusieurs conditions A et B. 

En effet , si l'on fait alternativement abstrac- 
tion de l'une des conditions B ou A, qui défi- 
nissent le point (ou la droite) que l'on cherche, 
on trouvera successivement deux lieux géomé- 
triques («) et (^) [ou deux courbes enveloppes 
(a) et (P)] des points (ou des droites) satisfai- 
sant isolément aux conditions A et aux condi- 
tions B. Le point ou la droite que l'on cherche 
sera donc le point commun aux courbes («) et ( 6), 
ou la tangente commune aux courbes («) et (^). 
Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'inscrire dans un triangle 
donné ABC un triangle MNP dont les côtés passent par trois points don- 
nés TT , |x , V , situés en ligne droite. 

Il sufÈt évidemment , pour résoudre le problème , de déterminer l'un des 
sommets M , par exemple , du triangle cherché. Or, d'après l'une des con- 
ditions du problème , le sommet M doit se trouver sur le côté AB; et si nous 
faisons pour un moment abstraction de cette condition , nous aurons , au 
lieu du triangle déterminé MPN , une infinité de triangles , tels que mpn , 
dont les côtés passeront par les points fixes tt, |x, v, et dont les sommets n^p 
décrivent les côtés CB, CA du triangle ABC. Mais , d'après un théorème 
connu , le sommet libre m du triangle variable mnp décrit une droite pas- 
sant par le point de concours C des droites GB , CA , qui servent de direc- 
trices aux sommets /? , /?. Le point cherché M sera donc fourni par l'inter- 
section du côté AB avec la droite Cm, 

7. CZNQUZiiniS MÉTHOIIE. — Par composition et décomposition, — 
Cette méthode consiste à composer (soit par voie d'addition, soit par voie 
de soustraction), avec les grandeurs dont on veut établir l'égalité, d'autres 
grandeurs auxiliaires dont l'égalité est* évidente ou peut être rendue telle; 
les nouvelles grandeurs qui résultent de cette opération étant alors iden- 
tiques ou simplement équivalentes. 

A cette méthode se rattachent encore les démonstrations où l'on décom- 
pose les deux grandeurs considérées en un même nombre (limité ou illimité) 
de parties que l'on prouve être égales ou équivalentes deux à deux; la 
méthode prenant alors le nom de méthode par décomposition. 

APPLICATIONS. 

Les éléments de géométrie présentent plusieurs applications de la mé- 
thode actuelle. Nous citerons comme exemple les théorèmes relatifs au 
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triangle rectangle, et plusieurs propositions relatives à la mesure des 
solides. 

8. SIZZÈMS mteBOBS. — Par les limites, — Cette méthode est fondée 
sur la définition même de la limite d'une grandeur variable : elle consiste 
à substituer aux grandeurs A, B, C,..., entre lesquelles on veut établir 
l'existence d'une certaine relation, des grandeurs variables a, b^ c,... 
ayant pour limites respectives A , B , G,.,. ; clierchant ensuite la relation 

(x) f(a, b, c,,..) = o, 

qui existe entre les grandeurs û, ô, c,.,., et examinant ce que devient cette 
relation (x) quand ^r, b, c,... convergent simultanément vers leurs limites 
A, B, G,..., on obtiendra enfin la relation 

(X) F(A, B,G,...) = o 

qu'il s'agissait de trouver. 

Remarque. — Les éléments de géométrie présentent un grand nombre 
d'applications de cette méthode. 

9. SSPTXiOMDB JUirX'UOBS. — Par la réduction à V absurde, — Dans 
cette méthode on établit entre les grandeurs considérées les relations aj/ir- 
mées par l'énoncé , en faisant voir que toute supposition de relations diffé- 
rentes conduirait à des conséquences opposées aux données do la ques- 
tion , ou absurdes en elles-mêmes. 

Cette méthode ne doit , au point de vue de l'élégance géométrique , être 
employée que dans le cas où elle fournit une démonstration plus simple 
que la méthode analytique ordinaire , et particulièrement pour les cas où 
celle-ci serait insuffisante ; car il est visible que ces sortes de démonstration 
peuvent convaincre P esprit y mais non pas V éclairer , ce qui doit être ce- 
pendant le principal fruit de la science, (Logique de Port-Royal.) 

APPLICATIONS. 

Théorème. — Deux polygones circonscriptibles et ^un même nombre 
de côtés sont égaux si les distances de leurs différents sommets aux 
centres des cercles inscrits sont égales deux à deux et se succèdent dans 
le même ordre, 

N, B. Le théorème suppose en outre que chacun des deux polygones 
enveloppe complètement le cercle inscrit correspondant. 

Démonstration, — On aperçoit immédiatement que l'égalité des deux 
polygones entraîne l'égalité des rayons des cercles inscrits , et que récipro- 
quement, s'il était établi que les rayons des cercles inscrits sont égaux, il 
en résulterait l'égalité des deux polygones, qui seraient alors composés 
d'un même nombre de triangles rectangles égaux (comme ayant l'hypoté- 
nuse égale et un côté de l'angle droit égal ) et se succédant dans le môme 
ordre. Il suffira donc d'établir régalilé des rayons /•, /'. 
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Supposons, à cet effet, que Ton ait 






Soient ABC...L, A'B'C'...L' les deux polygones; 0, 0' les centres des 
cercles inscrits desquels nous abaisserons 0«, 0^,...., 0/ et 0'«', O'^',.--? 
07' perpendiculaires respectives à AB , BC ,..., LA et à A'B', B'C',..., L'A' ; 
joignons enfin les centres et 0' aux différents sommets des deux poly- 
gones. La comparaison des triangles rectangles A0«, k'0'a\ dans les- 
quels les hypoténuses OA , O'A' sont égales et les côtés Oa, O'a' sont iné- 
gaux, montre que les angles AOa, A' O'a' sont inégaux ; et d'ailleurs suivant 
que Ton aura 

r^r', c'est-à-dire Oa'^O'a', 



on aura 



on verrait de même que 



on a donc , en ajoutant , 



on aurait de même 



AÙa^A'&a'; 



«'OB^^'O'B'; 



AÔB^A'Ô^B' 



BOC^B'O'C, 



LÔA^L'Ô'A'. 



Par suite, en ajoutant ces inégalités membre à membre, on arriverait à 
ce résultat, que la somme des angles formés autour du point serait dif- 
férente de celle des angles formés autour du point 0', conséquence absurde, 
puisque chacune de ces sommes est égale à quatre droits. Donc on a 
nécessairement r = r', et le théorème se trouve démontré. 

Théorème IL — Deujc polygones inscriptibles et d^un même nombre de 
côtés sont égaux quand les distances à leurs côtés respectifs des centres 
des cercles circonscrits sont égales deux à deux et se succèdent dans le 
même ordre, 

La démonstration est entièrement analogue à la précédente ; elle consiste 
à établir, par la même méthode, l'égalité des rayons des cercles circon- 
scrits. [Nouvelles Annales de Mathématiqites , 1848, page 61.) 

10. HUXTZÈMB MÉTBOBB. — Par inversion, — Cette méthode con- 
siste à prendre pour données d'une nouvelle question auxiliaire Jes incon- 
nues de la question proposée, les données de celle-ci devenant les inconnues 
de la question auxiliaire. Si l'on résout directement cette dernière , on ob- 
tiendra une figure semblable à celle que l'on devait construire pour résoudre 
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le problème proposé , qui n'offrira plus dès lors aucune difficulté. [Examen 
des différentes méthodes , page 16. ) 

La méthode actuelle pourra être employée avec avantage dans la plu- 
part des problèmes ayant pour objet de construire une figure semblable 
à une figure connue , et ayant avec une autre figure donnée certaines 
relations de position spécifiées dans l'énoncé. 

On peut d'ailleurs , dans certains cas , diriger la construction du pro- 
blème inverse de manière à obtenir immédiatement certains éléments 
principaux suffisant pour déterminer la figure que Ton avait à construire 
dans le problème primitif. On en verra un exemple dans le second des 
problèmes suivants. 

APPLICATIONS. 

Nous prendrons, comme application de la méthode, l'exemple choisi 
par M. Lamé, en modifiant seulement la solution de la question auxiliaire. 

Problème L — Inscrire à un quadrilatère, donné [Q] un quadrilatère 
semblable à un autre quadrilatère donné (Q'). 

Solution. — Proposons-nous le problème inverse consistant à circonscrire 
à un quadrilatère donné (Q') un quadrilatère (Q) donné d'espèce. 

Cette question auxiliaire est plus facile à traiter directement, et c'est de 
sa solution que nous allons nous occuper. 

Soit abcd le quadrilatère cherché , circon- 
scrit au quadrilatère A'B'C'D' (Q') et sem- 
blable au quadrilatère donné (Q). 

/^ /\ XN 

Les angles d, a^ b étant donnés, les som- 
mets d, a^ b seront respectivement sur des 
segments capables d'angles connus construits 
sur les côtés D'A', A'B', B'C; si, de plus, 
nous joignons bd qui coupe en b'd' les seg- 
ments construits sur B'C, D'A', nous recon- 
naîtrons que nous pouvons déterminer à priori 
les points b', d'; car le quadrilatère abcd étant semblable à un quadrilatère 
donné (Q ), le triangle partiel abd, par exemple , est semblable à un triangle 
donné; les angles abd, adb sont donc connus ; et comme ils ont pour me- 
sures respectives les demi-arcs B'b\ A'd', nous pourrons, par une con- 
struction simple , obtenir chacun des points ^', d'. Cela posé, la droite b'd\ 
joignant ces deux points , ira couper une deuxième fois les segments con- 
struits sur B'C et D'A' suivant les points b, d; nous aurons donc deux 
sommets opposés b, d du quadrilatère cherché , et le problème auxiliaire 
sera résolu. 

Enfin, si nous revenons au problème primitif, il nous suffira, pour le 
résoudre, de diviser les côtés du quadrilatère ABCD (Q) dans des rapports 
égaux aux rapports des segments que les points B', C, D', A' déterminent 
sur les côtés ab, bc ^ cd^ da de la figure précédente, et de joindre les 
points de division. , 
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Remarque, — Le problème proposé a huit solutions. Car, si nous exa- 
minons le nombre des solutions du problème auxiliaire nous trouverons 
que : 

1°. En supposant d'abord que l'angle a s'appuie sur le côté A'B', nous 
pouvons supposer : soit que les angles b eX d s'appuient respectivement 
sur A'D' et sur B'C, ce qui fournit une première solution; soit au contraire 
"que ^ et rf s'appuient respectivement sur B'C et A'D' comme dans notre 
figure, ce qui fournit une seconde solution (cette seconde solution 

rentrerait toutefois dans la première, si l'on avait à la fois b = d^ et 
cercle A' f/D' = cercle C'B'b', c'est-à-dire A'D' = B'C). 
2''. On aura de même trois autres systèmes de deux solutions fournis 

successivement par l'hypothèse que l'angle a s'appuie sur les côtés B'C, 
CD', D'A', au lieu de s'appuyer sur le côté A'B'. 
Le problème aura doac huit solutions dans le cas général. 

Problème IL — On propose d'inscrire dans un triangle donné un triangle 
dont les côtés soient parallèles à des directions données. 

Solution, — Construisons un triangle mnp ayant ses côtés parallèles à 

ceux du triangle cherché, et dont les sommets 
77?, n soient situés sur les côtés AC, AB. On 
voit immédiatement alors que , si par le som- 
met p de ce triangle on menait la droite hc 
parallèle à BC, on obtiendrait une figure kbc^ 
mnp semblable à celle que l'on veut construire, 
et semblablement placée : ces deux figures 
ayant d'ailleurs lei point A pour centre de si- 
militude , il suffira , pour obtenir le sommet P 

du triangle cherché , de prolonger la droite kp jusqu'à son intersection 

avec le côté BC, et le problème se trouvera résolu. 

il. ME0VXÈMIS MÉTHODE. — Par les lignes, les aires ou les vo- 
lumes auxiliaires, — Cette méthode consiste à employer comme auxiliaires , 
dans la recherche d'une relation entre des grandeurs d'une certaine espèce 
(lignes, aires ou volumes) des grandeurs d'espèce différente (aires, volumes 
ou lignes) entre lesquelles on pourra mettre en évidence des relations con- 
tenant implicitement celles que l'on cherchait à établir entre les grandeurs 
de la première espèce. 

La mesure des aires et des volumes qui permet d'exprimer ces grandeurs 
par le produit des nombres qui représentent certaines de leurs dimensions 
linéaires, conduit naturellement à substituer à la comparaison de deux aires 
ou de deux volumes la comparaison d'un certain nombre de lignes, dont on, 
n'a plus ensuite qu'à composer les rapports. 

Cette substitution est, comme on sait, d'un usage très-fréquent dans les 
éléments , où elle fournit en général des démonstrations beaucoup plus 
simples que ne le ferait l'étude directe des grandeurs que l'on envisage : 
c'est ainsi que JCs théorèmes relatifs aux aires que l'on peut construire sur 
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les côtés d'un triangle rectangle, sur la hauteur opposée à l'hypoténuse et 
sur les segments de celle-ci , se démontrent avec plus de rapidité , en sub- 
stituant à ces aires les produits de lignes qui les représentent, et en com- 
parant ces lignes entre elles. Dans ce cas et dans la plupart de ceux que 
présente la géométrie élémentaire , on substitue aux grandeurs à compa- 
rer, surfaces ou volumes, des grandeurs plus simples , lignes ou surfaces. 
Mais il arrive d'autres fois que la recherche de la relation qui existe entre 
des lignes ou des surfaces présentant des difficultés , on pourra recourir 
avec avantage à des surfaces ou à des volumes auxiliaires : on aura alors 
substitué aux grandeurs à comparer, lignes ou surfaces, des grandeurs plus 
complexes , surfaces ou volumes ; et , quoique cette substitution paraisse 
d'abord contraire à l'élégance géométrique, on ne devra pas cependant 
l'exclure s^^stématiquement dans les cas surtout où elle conduira plus rapi- 
dement que les méthodes directes au but que l'on se propose. 

• APPLICATIONS. 

Théorème I. — Des six segments qiûune transversale rectiligne déter- 
mine sur les côtés, (Pun triangle , ttvis segments non adjacents forment un 
ptryduit égal au produit dès ttvis autres. 

Démonstration, — Ainsi l'on aura 

(i) Ac.B«.G^=:Bc.Cr/.A^>. 

Désignons en effet par A , B, G les aires des 
triangle>s que la transversale considérée déter- 
mine dans les angles A, B, G du triangle, on 
aura l'identité. 

A B G 

Mais deux triangles qui ont un angle égal ou supplémentaire sont entre 
eux comme leg produits des côtés qui comprennent cet angle ; on a donc 
les valeurs suivantes pour chacun des rapports qui entrent dans la for- 
mule (2) : 

A kc cb 




B~ 


Bc 


' — 7 
ca 


B 


B« 


ac 


C~ 


Gr/ 


Fb' 


G 


Cb 


ba 


A~ 


''kb 


bc 



Multipliant ces égalités membre à membre , substituant dans l'identité ( 2 ) 
et simplifiant, on trouve la relation qu'il s'agissait d'établir. 

TuÉORÈME II. — Les droites qui joignent les sommets d'un triangle à un 
même point déterminent sur les côtés opposés six segments; le produit de 
trois segments non adjacents est égal au produit des trois autres. 
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Démonstration. — Soient ABC le triangle et o le point considérés; dési- 
gnons par a^a',b,b',c^^\ les aires des triangles 
A ayant pour sommet commun le point o et pour 

bases les différents segments pris dans leur ordre 
de succession, en faisant le tour du triangle à par- 
tir du sommet B dans le sens BCA. On aperçoit 
immédiatement les relations suivantes : 




a _ B« _ 



b 
P 



Cb 



c 

? 



kb' -'-«-' 



kc 

Te 



d'oii , en multipliant membre à membre , 

a,b.c Br/.Cè.Ar 



(I) 



a\b'.c' A^.Bc.Cfl 



D'un autre côté , comparant deux à deux les aires a, b, c avec celles des 
aires a\ b\ c' qui ont un angle commun avec les premières , on trouve 

n _^ oB . o« b _^oC , ob c oA . (fc 

b' ok,ob c' oB , oc a[ oC.oa 

Donc, en multipliant membre à membre et en simplifiant , il vient 

, , a.b.c 

Enfin , la[ comparaison des relations ^ i) et ( 2) démontre le théorème énoncé. 

Théorème III. — Soient o le sommet d'un angle solide d'octaèdre régu- 
lier, et Oy b, c , d les points suioa/it lesquels les arêtes issues du point o 
sont coupées par un plan quelconque ; on a cette égalité 

oa oc ob od 

(LÉvy.) 

Démonstration, — Menons les diagonales ac^ bd du quadrilatère abcil\ 
on a l'identité 

pyram. oûrc^+pyram. oacd= pyram. o^^«-hpyram. obdc. 

D'ailleurs deux quelconques de ces pyramides sont 
entre elles comme les produits de leurs bases par 
leurs hauteurs ; et , en choisissant pour bases les 
triangles aoc ou bod dont les angles en o sont 
égaux, on verra que les bases sont entre elles 
comme les rectangles oa,oc et ob.od\ quant aux 
hauteurs des quatre pyramides, elles sont entre 
elles comme les segments ob^ od, oa, oc; donc, 
en divisant les deux membres de l'identité pré- 
cédente par un même nombre , on aura 

ob .on .oc -{- od .on .oc = oa .ob .od -{- oc .ob .od i 




MEMlilRE PARTIE. l'J 

OU, en divisant chaque terme par le produit, oa.oh.oc.od^ 

1 = -rn — j* C. Q. P. D. 

oa oc ob oa 

[Nouvelles Annales de Mathématiques^ i853.) 

iS. AiXlisME MU&TUOBE. — Par les solides auxiliaires, — Cette mé- 
thode consiste à faire 4ntervenir la géométrie à trois dimensions dans la solu- 
tion d'une question de géométrie plane. Elle possède en général Je précieux 
avantage de fournir des solutions et démonstrations intuitives des problèmes 
et théorèmes auxquels on a su l'appliquer : dans cette méthode , en effet , 
si Ton veut, par exemple, établir une propriété déterminée d'une figure 
plane , on considère cette figure comme la base d'un édifice dont on règle 
la construction comme on le veut, sans être arrêté par aucune des exi- 
gences ordinaires des données de la question ; et , si l'imagination de Tar- 
chitecte a été heureusement inspirée , il n'a plus qu'à s'élever au-dessus 
de son œuvre pour apercevoir nettement, dans les harmonies de l'ensemble, 
les propriétés particulières de la figure qu'il considérait d'abord. 

De grands géomètres se sont servis avec avantage de cette élégante mé- 
thode : Desargues d'abord , qui l'employait à peu près exclusivement dans 
ses démonstrations ; Pascal , dans la rectification des roulettes [voir ci-après 
le chapitre VI ) , et Monge dans l'établissement des propriétés des pôles 
et des polaires pour les courbes du second degré. 

APPLICATIONS. 

Pbemière question. -^ Problème. — Mener, par un point donné c, une 
droite co allant passer par le point de concours inaccessible de deux droites 
données ao et ho. 

Solution, — Le problème étant supposé résolu , regardons les droites «o, 
bo , co comme les projections sur le plan de la figure des arêtes d'un angle 
solide trièdre 0, et concevons que celui-ci soit coupé par deux plans pa- 
rallèles qui y déterminent deux sections triangulaires à côtés parallèles 
ABC, A'B'C. La projection de cette figure auxiliaire sur le plan de la 
figure primitive se composera des droites «o , bo^ co et des triangles abc , 
a!b'c\ dont les côtés de même nom seront parallèles , et dont les sommets 
<7 , a'\ b, b'; <? , c' seront situés deux à deux sur les droites ao ^ bo^ co. 
Or ceci sufiit à la solution du problème : car le triangle abc peut être re- 
gardé comme donné; et pour construire le triangle a'b'c\ il suffira de tracer 
dans la portion accessible des droites ao, bo, a'V parallèle k ab\ et de 
mener enfin par «' et b\ parallèlement aux droites ac et bc , des droites qui 
se couperont en c' et détermineront un second point de la droite cher- 
chée cc^o. 

Seconde question. — Problème. — Mener, parallèlement h une direc- 
tion donnée dd', une droite co allant passer par le point de concours inac- 
cessible de (hmjc droites données ao , bo. 
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Solution, — Imaginons encore un angle trièdre défini comme précé- 
demment et coupé par les plans pa- 

à JL rallèles ABC, A'B'C. Regardons le 

triangle A'B'C comme la base supé- 
rieure d'un prisme auxiliaire ayant 
pour arête CC' (qui représente la droite 
ce' G dont la direction est connue); 
et soit A, B, C la base inférieure de 
ce prisme ; A, B, C sera inscrit dans 
Tangle ACB et sera égal et parallèle à 
A'B'C. Si nous passons maintenant 
de la figure de l'espace à sa projection, nous parviendrons facilement à 
cette construction : Tracer dans la partie accessible de V angle aob les pa- 
rallèles ab, a'b' ; par a* et b*, parallèlement à dd\ mener les droites in- 
définies a'a^ et b'b^ que Von coupe par une transversale a^b^ parallèle 
à ab ; mener enfin les droites aa^ , bb^ qui se coupent en un point c appar- 
tenant à kl droite cherchée ce' o. On ^wi à! dSi\e\iV?,^^\ on le veut, obtenir un 
second point c' de la même droite , en achevant la construction du triangle 
a'b'c' parallèle à abc. 

Troisième question. — Théobème. ~ Propriétés des pôles et des 
polaires dans les coniques. 
Soient AEBF une section conique quelconque et CD une droite située 

dans son plan. Concevons que la courbe tourne 
autour de l'un de ses axes AB, de manière à 
engendrer une surface de révolution, et conce- 
vons les deux plans .tangents à cette surface 
menés par la droite CD ^ ces plans auront leurs 
points de contact particuliers C et D', et la 
droite CD' sera perpendiculaire au plan de la 
courbe AEBF, et rencontrera ce plan en un 
point déterminé N. Gela posé, «i Ton conçoit le 
cône ayant pour sommet un point quelcomiue H 
de la droite CD et circonscrit à la surface de 
révolution , il touchera cette surface suivant une 
courbe passant nécessairement par les deux 
points C'etD'. Cette courbe, C'...D', sera plane; son plan, qui contien- 
dra la droite C'ND' perpendiculaire au plan de la section AEBF, coupera 
ce dernier suivant une droite EF passant par le {Jbint déjà déterminé N , 
et cette droite EF sera précisément la corde réunissant les points de 
contact des tangentes menées à la section conique par le point H. On re- 
trouve donc ainsi l'une des propriétés des pôles (N) et des polaires (CD) 
dans les courbes du second degré. [Voir les Séances des Écoles normales , 
tome n, page 356; Monge.) 

Quatrième question. — Théorème de Brianchon. 

Soit abca'b'c' un hexagone circonscrit à une ellipse (E). 
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Regardons les côtés de cet hexagone comme les projections, sur le plan 
de Tellipse, de six génératrices rectilignes d'un hyperboloïde auxiliaire à 
une nappe dont l'ellipse proposée serait Tellipse de gorge. Toutefois, 
comme chacun de ces côtés reçoit la projection de deux génératrices de 
la surface, nous entendrons que deux côtés consécutiDs de l'hexagone re- 
çoivent les projections de deux génératrices de systèmes différents, les- 
quelles se rencontrent, par conséquent, sur la perpendiculaire au plan 
de l'ellipse donnée, menée par l'extrémité commune à ces deux côtés. 

On aperçoit facilement alors que les six géné- 
ratrices forment un circuit fermé, ou un hexa- 
gone gauche ABCA'B'C'A, et que les côtés 
opposés de cet hexagone sont deux à deux dans 
un même plan. H en résulte que les diagonales 
AA', BB', ce ', qui joignent les sommets oppo- 
sés de l'hexagone gauche, sont deux à deux 
dans le même plan. 

Or, si Ton supposait un moment que ces dia- 
gonales se coupent deux à deux en des points 
différents, 7, a, p, on en conclurait que les six 
points A, B, C, A', ,B', C sont dans un même plan, ce qui n'est pas; 
donc les diagonales de l'hexagone gauche se coupent en un même point ; 
donc il en est de même de leurs projections, c'est-à-dire des diagonales 
««j bb\ ce' de l'hexagone plan abùa'b'c'. c. q. f. d. 

Scolie. — On démontrerait avec la même facilité et par les mêmes 
considérations que : Si dans un polygone de ^m-\-% côtés , circonscrit à 
une conique , a/w diagonales , joignant les sommets opposés y se coupent en 
un même point o , la dernière diagonale passera aussi par le point o. La 
condition que le nombre des sommets du polygone soit de la forme 47w -h 2 
résulte, dans ce mode dé démonstration, de la nécessité que la généra- 
trice initiale et la génératrice extrême soient de systèmes différents et 
puissent, en se rencontrant, fermer le circuit. 

Cinquième question. — Théorème de Pascal. 

Le théorème de Pascal se d^uit avec la même facilité de la figure 
précédente. 

Observons, en effet, que les plans ABC, A'B'C; BCA', B 'C'A; CA' B', C'AB 
se coupent deux à deux , suivant trois droites situées dans un même plan 

P (et ce plan P est déterminé par les trois points ABA'B', BC B'C, 

CÂ^ C^). Les traces de ces plans sur le plan de l'ellipse de gorge se 
couperont , par suite , deux à deux , suivant trois points situés en» ligne 
droite {et cette droite sera la trace du plan P sur le plan de l'ellipse de 
gorge). Or ce résultat démontre le théorème en question, car les traces 
dont nous parlons sont précisément les côtés opposés d'un hexagone 
inscrit à l'ellipse de gorge, et dont les sommets coïncident avec les points 
de contact des côtés de l'hexagone circonscrit abca'b'c'. 

2. 
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13. OMZXiSMS MirX'UOBE. — Par la transformation des figures. ^ 
Réflexions générales sur P importance de cette méthode,— Cette méthode, 
Tune des plus importantes et des plus fécondes de la géométrie , est cer- 
tainement celle qui a le plas puissamment servi les géomètres de notre 
siècle dans leurs efforts pour reculer les bornes de la science de leurs pré- 
décesseurs. Ceux-ci paraissent l'avoir à peu près ignorée, et c'est à peine 
si quelques-uns l'emploient accidentellement, dans des applications isolées: 
Cavalleri , par exemple, en faisant naître la parabole du second degré de 
la spirale d'Archimède par un mode particulier de dérivation qui , n'alté- 
rant pas les éléments superficiels correspondants des deux figures, lui 
permit de déduire de l'expression connue des aires paraboliques celle des 
aires spirales ; Grégoire de Saint- Vincent et Pascal , qui traitèrent le même 
sujet avec de grands développements; Newton, qui donna, en passant, 
les formules qui servent de base à la construction des figures homolo- 
giques; et Maclaurin, qui appliqua à divers sujets de géométrie et de 
mécanique la méthode si féconde et si rapide des projections. 

Dans notre siècle , au contraire , d'éminents géomètres^ parmi lesquels 
nous citerons MM. Poncelet, Chasles et Ch. Dupin, ont cultivé cette mé- 
thode avec une sorte de prédilection. Ainsi chacun connaît les élégantes 
transformations par lesquelles M. Ch. Dupin (*) est parvenu à une déduc- 
tion si lumineuse des théorèmes d'Euler et de Monge sur la courbure des 
surfaces, ainsi que les belles ^et nombreuses propriétés des courbes et 
des surfaces du second degré, découvertes par MM. Poncelet (^) et 
Chasles (***), à l'aide de transformations purement géométriques. 

C'est donc de nos jours seulement que cette méthode a réellement pris 
naissance ; et , des fruits qu'elle a déjà portés , des rapprochements inat- 
tendus qu'elle établit si fréquemment entre des figures diverses, il est 
permis de conclure qu'elle constitue la véritable méthode en géométrie, 
et doit le mieux contribuer à agrandir indéfiniment le champ des vérités 
géométriques, sans introduire, par ce nombre considérable de vérités 
nouvelles ajoutées à celles déjà acquises, aucune confusion dans la science. 
Elle aura , en effet , pour point de départ l'ensemble des vérités simples , 
élémentaires qui doivent être toujours présentes à l'esprit, et pour in- 
struments les divers modes de transformation déjà découverts et que leur 
classification permettra d'appliquer à telle figure déterminée que Ton 
aura à envisager. 

Nous allons donner, comme exemple de la méthode actuelle, les prin- 
cipes relatifs à la transformation des figures par rayons vecteurs réci- 
proques , et leur application à plusieurs propositions de géométrie plane 
et sphérique. 



(*) Développements de Géométrie. 
( * * ) Traité des propriétés projectives. 

(***) Mémoire sur deux principes généraux de la science : La Dualité ci 
l'Homographie. 
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Cette partie de notre travail ne sera pas inutile , si Ton trouve que le 
nouveau mode d'exposition de la trigonométrie sphérique qu'elle renferme 
permet d'établir dans un parallélisme plus complet les formules analytiques 
relatives aux triangles sphériques, et leurs principales propriétés géomé- 
triques; car c'est là, ce nous semble, le critérium de l'excellence de telle 
ou telle méthode appliquée à an problème donné : (pie la source à laquelle 
le calcul vient puiser ses formules successives serve en même temps de 
centre aux investigations de la géométrie. « 

CHAPITRE II. 

De la tranfformatioQ de* figures par rayoïM vecteurs réciproques. 

§ I. — Principes généraux relatifs a la transformation des figures 

PAR RAYONS VECTEURS RÉCIPROQUES. 

14. Définitiom des figures réciproques, — Point-origine, — Puissance, 
— Deux points m et m' sont dits réciproques par rapport à un point o , 
appelé point origine ^ et suivant une puissance P, positive ou négative, 
lorsqu'ils sont situés sur une même droite passant par le point o et que 
le produit de leurs distances à ce point est égal à la puissance P. 

Si le point m se meut et engendre dans son mouvement une ligne L 
(ou une surface S), le point m' réciproque du premier, par rapport à 
une même origine et suivant une même puissance, engendrera une ligne L' 
(ou une surface S') réciproque de la première. 

Enfin si l'on a un système quelconque de points isolés, de lignes et do 
8ur£aces formant une figure F, les points, les lignes et les surfaces réci- 
proques, par rapport à une même origine et suivant une même puissance , 
formeront une figure F' réciproque de la première ; et la transformation 
par laquelle on passe de la première figure à la seconde porte le nom de 
transformation par rayons vecteurs réciproques, 

15. Relation entre la distance de deux points d^ une figure et la dis- 
tance des points correspondants de la figure réciproque. — Soient mn^ m'n 
les distances de deux points correspondants des deux figures. 

De la relation fondamentale 

om . om^ = on . on' = P, 
on tire 



om on' 

■ Il ■ !_ ^M-MB* « 

on om' 



Les triangles omn^ on' m' sont donc semblables et fournissent la pro- 
portion 

mn om 



m'n' on' 



P /" P \ 
De là, en remplaçant om (ou on') par sa valeur — (ou — , ) •> il vient 



m'n' 



(A) mn — — ; , • P; 

^ ' om ,on 



2*k 

OU 

(A') 
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mn — • P. 

om,on 



Ainsi : La distance entre deux points de Pune des figures est égaie à 
la distance des points correspondants de la seconde , divisée par le pro- 
duit des rayons vecteurs qui aboutissent à ces derniers points, et multi- 
pliée par la puissance. 

16. Théorème I. — Les angles correspondants sont égaux dans deux 
figures réciproques. 

Démonstration, — LfiBiME. — Le rayon vecteur qui aboutit à deux 
points correspondants de deux lignes réciproques , coupe celles-ci sous 
des angles supplémentaires. 

Menons en effet un rayon onn' voisin du rayon omm\ et joignons 
w/î, m!n'. 

L'égalité fondamentale 



om,om' = on, on' 




montre que le quadrilatère mnn'm' est inscHptible, et que, par suite, la 
somme des angles m et n' est égale à deux droits. D'ailleurs, si Ton suppose 

que le rayon onn' se rapproche indéfiniment 
du rayon omm'^ on voit : i® que la sonuDe 
des angles /w', n' tend vers deux droits , et , par 
suite, que les angles variables m, m! tendent 
vers l'égalité ; a° que dans ce rapprochement, 
les cordes correspondantes variables /w/i, m'n* 
tendant simultanément vers les tangentes mt, 
m't' en w, m' aux deux lignes réciproques, 
les angles w, w' du quadrilatère variable mnn'm' ont pour limites respec- 
tives les angles m'mt^ mm't'. Ces derniers sont donc égaux, et les angles 
omt^ om't' sont supplémentaires. 

Cela posé, soient m/, mt^ les tangentes de deux lignes de la première 
figure qui se coupent au point m ; et /w7', m Y, les tangentes en m' aux 
lignes correspondantes de la figure réciproque. Nous supposons d'ail- 
leurs mt et m'/', mt^ et m Y, (qui sont deux 
à deux dans un même plan) , dirigées de part 
et d'autre du rayon omm'. Sous cette condi- 
tion, les trièdres, formés aux points m et m' 
par les droites mo^ mt, mt^ et m'o, m't', 
m'i^^, seront égaux, comme ayant un angle 
dièdre égal (dièdre suivant om = dièdre sui- 
vant om'), compris entre des faces égales (à 

/\ /\ /\ /\ , . 

savoir omt = om t et omt^ = omt^, ces éga- 
lités ayant lieu en vertu du lemme et à cause 
des directions opposées de mt, m^t', dewf, , wY, ). Les troisièmes faces 
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sont donc égales, et l'on a 

/\ , '^ . 
tnU^ = t ni't^. 

Ce qui montre d*abord que Vangle formé par deux lignes d^ une figure 
est égal à r angle des lignes correspondantes de la figure réciproque. 

Enfin , si dans la figure primitive on a deux surfaces S , S^ , se coupant 
suivant la courbe mn , et que par l'un de ses points m on mène sur cha- 
cune d'elles les lignes /w«, /w«, , coupant à angle droit la ligne commune 
mn , l'angle des lignes ma , ma^ mesurera l'angle sous lequel se coupent 
les deux.surfaces au point m. Or, d après ce qui précède,- si Ton passe à 
la figure réciproque, les lignes m'a\ /«V, (réciproques de /w«, /»«, ), cou- 
peront encore à angle droit la ligne m'n' commune aux deux surfaces ré- 
ciproques S', S', : l'angle de ces dernières , au point /«', sera donc encore 
mesuré par l'angle des lignes /7i'a', m'ci^\ et comme 4^ dernier est égal à 
l'angle des lignes ma^ ma^ , on voit en second lieu que : Vangle de deux 
surfaces en un point m de leur courbe d^ intersection est égal à Pangle 
des surfaces réciproques au point correspondant m'. 

Corollaire. — Si Vangle de deux surfaces demeure constant teut le 
long de leur courbe d'intersection (et si, en particulier, cet angle constant 
est droit), il en sera de même pour les surfaces réciproques, 

Scolie, — Le principe de la conservation des angles dans deux figures 
réciproques et la possibilité d'exprimer la distance de deux points quel- 
conques de l'une de ces figures en fonction de distances qui se rapportent 
uniquement à la seconde , permettent fréquemment de substituer à l'étude 
de certaines propriétés métriques et descriptives d'une figure , une étude 
analogue pour la figure réciproque. 

Nous verrons bientôt les avantages spéciaux que présente cette substi-' 
tution dans l'étude des propriétés des figures sphériques. 

17. Propriétés particulières de deux surfaces réciproques, 

ThéorèmB II. — Deux surfaces réciproques quelconques jouissent des 
propriétés suivantes : 

I**. Toute ligne de courbure de la première surface a pour ligne réci- 
proque une ligne de courbure de la seconde ; 

a**. Aux lignes déplus grande ou de plus petite courbure de la première 
correspondent les lignes de plus petite ou de plus grande courbure de la 
seconde; et par suite à un ombilic de Vune des surfaces correspond un 
ombilic de V autre; 

3**. Si Von désigne par r^ r' les rayons vecteurs qui aboutissent à 
deux points réciproques w, m' des deux surfaces; par p, p, les rayons de 
courbure des sections principales de la première surface en m; par p', p', 
les rayons de courbure des sections principales correspondantes de la se- 
conde surface en m', on aura la relation 



'*' 'G-;,)-'(f-K)=- 
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4°. Enfin y si Von désigne par R , R' les rayons de courbure fie deux 
sections normales correspondantes des deux surfaces, on a, quelles que 
soient les sections considérées cuitour des points m, m', la relation 

r r' 
(B) =r -h ^ = constante. 

Observation, ~ Nous ne nous arrêterons pas à démontrer ces propriétés 
que nous avons dû énoncer parce qu'elles peuvent être utiles , mais qui 
ne sont pas essentielles à l'objet que nous avons en vue. 

18. Théorème ni. — Une circonférence a pour ligne réciproque, par 
rapport à Pun quelconque de ses points pris pour origine, une ligne droite 
perpendiculaire au diamètre origine. 

Corollaire. — Une sphère a pour surface réciproque, par rapport à 
Vun quelconque de ses points , pris pour origine , un plan perpendiculaire 
au diamètre origine. 

Remarque. — Il est peut être inutile d'ajouter que, par inversion , une 
droite et un plan ont pour réciproques une circonférence et une sphère. 

19. Théorème IV. — Une circonférence a pour ligne réciproque, par 
rapport à un point quelconque de son plan, pris pour origine , une seconde 
circonférence. 

Corollaire I. — Une sphère a pour surface réciproque par rapport 
à un point quelconque de P espace, pris pour origine, une seconde sphère. 

Remarque, — Les centres de deux circonférences , ou de deux sphères 
réciproques , sont sur une même droite passant par l'origine. 

Corollaire H. — La ligne réciproque d^une circonférence par rapport 
à un point quelconque de P espace, pris pour origine, est une circonférence. 

Il suffit , pour le démontrer, de regarder la circonférence donnée comme 
l'intersection de deux sphères auxiliaires S, Sj. Car la ligne réciproque 
de cette circonférence (levant coïncider avec l'intersection des sphères 
S', S', réciproques des premières, sera elle-même une circonférence. (iVoa- 
veUes Annales de Mathématiques, i854 , p. 238.) 

20. Nouvelles définitions. — Relations entre une figure sphérique et sa 
projection stéréographique. 

On sait que l'on appelle projection stéréographique d'une figure sphé- 
rique , la projection ( ou perspective) de cette figure que l'on obtient en 
prenant pour centre de projection (ou point de vue) un point de la 
sphère, et pour plan de projection (ou plan du tableau) le plan diamétral 
perpendiculaire au rayon qui aboutit au centre de projection. 

Or, de cette définition et du corollaire du théorème III , il résulte que la 
transformée, par rayons vecteurs réciproques, d'une figure sphérique 
coïncide avec sa projection stéréographique lorsque , V origine des rayons 
vecteurs coïncidant avec le point de vue , on suppose la puissance égale 
à deux fois le carré du rayon de la sphère. 

La transformation des figures sphériques par projection stéréographi- 



- 
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que étant dès lors un cas particulier de la transformation par rayons vec- 
teurs réciproques , on peut , en réunissant les résultats précédents j énoncer 
ce théorème : 

Théorème V. — Étant données une figure spliérique et sa projection 
stéréographique : 

I^ On peut exprimer [d'Bi^Tès la formule (A') du n°i5, page a^), la 
distance entre deux points quelconques de la figure projetée y en fonction 
de distances prises uniquement dans la figure sphérique ; 

a®. Les angles correspondants des deux figures sont égaux; 

3'. Un cercle de la figure sphérique a pour projection stéréographique 
un cercle; 

4°. Enfin, le centre du cercle projection coïncide avec la projection du 
sommet du cône circonscrit à la sphère suivant le cercle primitif. 

Cette dernière remarque, que Ton doit à M. Chasles , constitue un théo- 
rème important par ses nombreuses applications; pour cette raison , nous 
en donnerons deux démonstrations , l'une plus élémentaire , et l'autre dé- 
duite du corollaire du théorème I. 

Première démonstration, — Soient sm une génératrice du cône cir- 
conscrit à la sphère suivant le cercle considéré; s' et m' les projections 
du sommet du cône et du point m du cercle suivant le centre de projec- 
tion stéréographique o; joignons s' m'. D'après le 
lemme du théorème I (ou par une démonstration 
directe fort simple), ms étant tangente à la sphère, 
le rayon vecteur om'm coupe, sous des angles 
supplémentaires , la tangente ms et sa projection 
m' s'. Les triangles om's\ oms ont donc l'angle 
commun o et les angles en m' et m supplémen- 
taires : par suite ( d'après un théorème qui manque 
dans les éléments de géométrie) , les côtés de ces 
triangles, opposés aux angles égaux et supplémentaires, sont proportion- 
nels, et l'on a 




s' m' 
sm 



_ ^* 

'~ os 



d'où 



s' m' — sm - 



os' 
os 



et comme la génératrice du cône ^w conserve une valeur constante, qaeos', 
os sont des grandeurs fixes , on voit que le point m\ projection du point w, 
décrit une circonférence dont le centre est s', projection du point s. 

Seconde démonstration, — Imaginons une sphère auxiliaire S, ayant 
pour centre le sommet s du cône circonscrit à la sphère S suivant le 
cercle considéré , et passant par ce cercle. Celui-ci sera dès lors l'inter- 
section des deux sphères orthogonales S, S,. Or, si l'on forme la figure 
réciproque par rapport au point o de la sphère S, celle-ci se transforme 
suivant le plan diamétral de projection P, et la sphère S, est remplacée 
par une sphère S', , dont le centre est quelque part sur le rayon os^ et qui 
est d'ailleurs coupée orthogonalement par le plan P ( corollaire du théo- 
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rème I). Cette dernière circonstance exige que le centre de la sphère S', 
soit situé dans le plan P, et coïncide par conséquent avec le point .y' pro- 
jection du sommet s. Le cercle primitif, intersection des sphères S, S,, a 
donc pour réciproque le grand cercle déterminé dans la sphère S', par le 
plan P; et celui-ci a pour centre le centre même de la sphère S',, c'est-à- 
dire le point s', projection du sommet du côae circonscrit. 

Corollaire. — Etant donnés un cercle C et un point intérieur o, on peut 
toujours {et d'une infinité de manières d'ailleurs) le projeter centrale- 
ment suivant un cercle C qui ait pour centre le point o', projection du 
point donné o. 

Il suffit, en effet, pour satisfaire à cette double condition, de-£sLire 
passer une sphère quelconque par le cercle donné , et de former ensuite 
la projection stéréographique de ce dernier, en prenant pour point de vue 
Tun des deux points d'intersection de la sphère avec la droite qui joint le 
point donné o, au sommet, du cône circonscrit à la sphère suivant le cercle 
donné. 

Obsen^ation, — Le mode de tranformation par rayons vecteurs récipro- 
ques , employé d'abord par M. W. Thomson , sous le nom de principe des 
images, a été étudié par M. Liouville dans un beau Mémoire que l'on trouve 
dans le Journal de Mathématiques , tome XII, page iy5. 

§ IL — Application des principes précédents a diverses propositions 

DE géométrie plane. 

21. Transformation des propriétés descriptives des figures planes com- 
posées de lignes droites ou circulaires, 

La figure réciproque d'un polygone rectiligne abc, par rapport à un 
point quelconque o de son plan, est un polygone curviligne a'b'c',,., formé 
par des arcs de cercle qui se croisent au point o : de cette remarque et du 
principe de l'égalité des angles dans deux figures réciproques , on déduit les 
propositions suivantes : 

1°. La somme des angles d^ un polygone circulaire o, a^b'c',,,, est égal à 
autant de fuis deux droits qrCil y a de côtés moins deux dans le polygone, 

2°. Dans un triangle circulaire o y a* b^ c\ si Von mène par le pointa et 
par chaque sommet un arc de cercle , divisant en deux parties égales 
l'angle en ce sommet, ou perpendiculaire au côté circulaire opposé, les 
trois arcs hauteurs, ou les trois arcs bissecteurs ainsi obtenus, se coupe- 
ront suivant les deux mêmes points, 

3°. Le lieu géométrique du second point d? intersection de deux circon- 
férences qui passent respectivement par les poyits fixes o et A, o et B, et 
qui se coupent sous Un angle constant, est une circonférence. 

Soit une figure plane composée de trt)is cercles qui se coupent deux à 
deux : on sait que les cordes communes à ces circonférences, prises deux à 
deux , se coupent en un même point. Si l'on forme la figure réciproque on 
obtient ce théorème : 

4°. Etant données trois circonférences situées dans le même plan, si, 
par un même point o, et par les points cP intersection de deux quelcon^ 
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ques (Centre cHes, on fait passer un cercle, les trois nouvelles circonfé- 
renées ainsi obtenues se couperont suivant les deux mêmes points. 

Soit la figure formée par les différentes normales d'une circonférence , 
qui paBBent toutes par le centre c. Formons la figure réciproque par rap- 
port à un point quelconque , o , du même plan. Si l'on désigne par a eXb 
les extrémités du diamètre oc; para', h' , c' les réciproques de a,b^c, 
par rapport au point o , on verra facilement que le point c' est conjugué 
harmonique du point o , par rapport aux extrémités a' et b' du diamètre 

ob'c'a' de la circonférence réciproque. Car la relation 

ca = cb 

de la figure primitive entraine la suivante dans la figure réciproque : 

c'a' _ c'b' c'a' _c'b\ 

oc' . oa'~ oc' . ob' o' a' ~ o'b'^ 

on aura donc ce théorème : 

5**. Les circonférences passant par un point fixe o , et coupant orthogo- 
nalement une circonférence donnée, se coupent suivant les deux mêmes 
points o et o', conjugués harmoniques par rapport aux extrémités du 
diamètre que la droite 00' détermine dans la circonférence donnée. 
Considérons encore un angle fixe et tous les systèmes de deux circon- 
férences tangentes entre elles et in- 
scrites dans cet angle : le lieu des^ 
points du contact t de ces circon- 
férences est évidemment la bissec- 
trice de l'angle considéré ; et si , en 
outre , on mène , par un point fixe o y. 
une circonférence tangente en / aux 
deux circonférences de l'un des sys- 
tèmes, toutes les circonférences ainsi obtenues passeront évidemment par un 
point fixe o' ( symétrique du point o par rapport à la bissectrice de l'angle ). 
Cela posé, la figure réciproque fournit ce théorème: 

6**. Si dans Fespace compris entre deux arcs de 
cercles qui se coupent, on inscrit une infinité de 
systèmes de deux cercles tangents entre eux, le 
lieu géométrique de leur point de contact est un 
arc de cercle , et f enveloppe de leur tangente corn-- 
mune se réduit à un point» 

Proposons -nous enfin, comme application du 
corollaire du théorème V (page 26), de démon- 
trer cette proposition : 
>-^ ^^^ 

7». Un polygone de irn-h^ côtés circonscrit à un cercle, présentant 
tî/w -f- 1 diagonales qui réunissent les sommets opposés, si a/w de ces dia- 
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gonalcs concourent en un même point, Iti dernière diagoniâe pnssera elle' 
même par le point dé concours de toutes les autres. 

Il suffirait évidemment^ pour établir cette proposition , de faire voir que 
Ton peut projeter la figure considérée de telle façon, que la projection de 
la dernière diagonale passe par le point , commun aux projections de 
toutes les autres. Donc, en vertu du principe contenu dans le corollaire 
du théorème V (pagea6), il suffira d'établir le théorème énoncé pour le 
cas où le point d'intersection des 2 m diagonales concourantes coïncide 
avec le centre du cercle inscrit au polygone. 
Soit donc ABC. . . KL abc, . . A/, un polygone circonscrit d'un nombre 

pair de côtés (nous n'ajoutons pas que ce 
nombre pair est de la forme 4 '" 4- a, la dé- 
monstration que nous allons donner devant 
nous conduire d'elle-même à cette condition), 
et dans lequel les diagonales B /^ , G c ,>. . . , K X- , 
L /, passent par le centre du cercle inscrit : 
jdgnonsAO, aO, et établissons que la somme 
des angles formés d'un côté de la ligne AO a 
est égale à la somme des angles formés de 
l'autre côté de cette ligne ; ou, si l'on désigne 
en général par F l'angle formé par la droite 
OF avec le rayon qui aboutit au point de contact de l'une des tangentes 
issues du sommet F, démontrons l'égalité 

A4-aBH-2CH-...-|-2K4-2L-hfl = û-ha^H-2c-|-...-|-2KH-a/H-A; 
ou, en simplifiant, l'égalité 

Or, les lignes BO^,..., LO/ étant droites, on a les égalités 

(A) BOC = ^Oc, DOE = é/0^,,.., KOL = XO/; 

ou , en remplaçant chacun de ces angles , tels que DOE , par sa valeur, 
D + E, 

B + C=^ + c, 




(B) 



l K + L = /+/. 



Ajoutant toutes ces égalités membre à membre, on trouve l'égalité (x), et 
le théorème se trouve démontré. 

Remarque, — Pour- que la combinaison des relations (B) entraine l'é- 
galité (x) , il faut et il suffit que les angles qui entrent dans les relations 
(B) soient tous différents; et, par suite, que les angles entre lesquels exis- 
tent les relations (A) n'aient aucun côté commun. D'où Ton voit que si 
le nombre des égalités (A) est /w, les rayons OB, OC,..., OK, OL seront 
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au nombre de 2 /7t; les sommets B,C,.../K,L, b^ c,.,,^ A-, / seront donc au 
nombre de im; et en tenant compte des sommets Â, âf, on voit que le 
polygone doit avoir 4 /n -4- a sommets pour que la démonstration précé- 
dente réussisse. 

22. Transfonnaiion des propriétés métriques, — Dans un plan , le lieu 

géométrique des points m également éloignés d'un 
poiftt fixe c, est par définition une circonférence. 
Formant la figure réciproque par rapport à un point o 
du même plan, et désignant par m' et c' les réci- 
proques des points m et r, on aura, d'après la for- 
mule (A) du n° i5 (page ai), 

m'c' -^ 

ffjC = — -, — ; P, 
om , oc 

c' m' 
et l'on voit que le rapport — r demeurera constant. Donc 

1 . Le lieu géométrique des points dont les distances à deux points fixes 
ont un rapport constant , est une circonférence. 

Soient trois points en ligne droite et se succédant dans l'ordre a, b^c \ 
on a , entre les distances de ces points, la relation évidente 

(i) ac = ab -\-bc. 

Formant la figure réciproque , par rapport à un point extérieur o , on ob- 
tient un quadrilatère inscriptible oa'b^c\ et la relation (i) est remplacée 
par celle-ci : 

^' ^ oa'.oc' "" oa',ob' "^ ob\oc'' 

qu'on peut écrire 

( 2 ) a' c'. ob' = oa\ b' c' -f- oc', a' b\ 

Ainsi : 

2. Dans un quadrilatère inscrit à une circonférence, le rectangle des 

diagonales est équivalent à la somme des rec- 
tangles des côtés opposés, 

3. Réciproquement, si un quadrilatère pré- 
sente cette propriété , ses sommets o, a', b',c' 
appartiennent à une même circonférence. 

Car la relation (2), ou ce qui revient au 
même, la relation (i'), ayant lieu entre les dis- 
tances mutuelles des quatre sommets o, «', b\ c* 
du quadrilatère considéré, si l'on construit les 

points a^byC réciproques de «', b% c' par rapport au point o, on aura, entre 

les distances de ces nouveaux points , la relation ( i ) , 

ac = ab -\- bc. 
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Les points a^ h, c sont donc en ligne droite; et, par suite, les points 
a\ b'y c' appartiennent à une circonférence passant par le point o, et le qua- 
drilatère oa' b' c' est inscriptible. c. q. f. d. 

Entre les distances mutuelles des points a, b, c en ligne droite et leurs 
distances à un point extérieur o, existe la relation connue 

oa ,bc -{- oc , ab = ob . ac -\- ab. bc. ac. 

Si Ton forme la figure réciproque par rapport au point o lui-même , on 
retrouve le théorème qui donne l'expression du rapport des diagonales 
dans un quadrilatère inscrit. 

Considérons enfin un nombre quelconque de pointe ea ligne droite 
ft,b,c,,,,yk^l; ils fournissent la relation 

€ib -i-bc -{-,,, -^A't= al. 

Formant la figure réciproque par rapport à un point extérieur o, et 
transformant la relation qui précède, on obtient ce théorème : 

4. Si l'on a un nombre quelconque de points situés sur une même cir- 
conférence et se succédant dans V ordre o^a^b, c,,,,, k, l, entre les distan- 
tes mutuelles de ces points existe la relation 

ab bc kl al 

+ -i— 4-...+ 



oa 



.ob ob.oc *" ok,ol oa,ol 



Si le polygone ayant pour sommets les points a^b,c^,,,,k,l devient régu- 
lier, la relation se simplifie et Ton a ce théorème : 

5. Si abc, kl est un poljrgone régulier et o un point du cercle citron- 
scrit compris entre les sommets a et l, on a la relation 



oa 



•+--7 h 



,ob ob*oc '" ok,ol oa,ol 



Scolie, — Les théorèmes généraux de M. Chasles sur des systèmes de 
points situés en ligne droite ( Géométrie supérieure, page 229 ) fourniraient , 
par des transformations analogues , des théorèmes correspondants sur des 
systèmes de points appartenant à une même circonférence. 

§ m. — Application à la trigonométrie sphérique. 

23. Énoncé de diverses propriétés des triangles sphériques y et consé- 
quences de ces propriétés, — Les triangles sphériques jouissent de nom- 
breuses propriétés analogues à celles des triangles rectilignes. Ainsi : Les 
trois arcs de ^rand cerde menés par les milieux des côtés perpendiculai- 
rement à ces côtés, se coupent suivant les deux mêmes points, extrémités 
d'un diamètre de la sphère; il en est de même des arcs joignant chaque 
commet au milieu du côté opposé , des arcs passant par chaque sommet 
et perpendiculaires au côté op[}oséy et enfin des arcs qui divisent en deux 
parties égales les angles du triangle. 



j 
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Les démonstrations que Ton connaît de ces propositions soot très-sim- 
ples (*), et il n'y aurait pas avantage à leur en substituer d'autres que Ton 
pourrait sans doute déduire des principes précédents. Nous ferons d'ail- 
leurs en passant cette remarque, que toute propriété descriptive d^un 
triangle sphérique fournit immédiatement une propriété analogue pour un 
système de trois circonférences qui se coupent deux à deux dans le même 
plan. 

Ainsi , par exemple, de ce que les trois arcs hauteurs d'un triangle sphé- 
rique se coupent suivant les deux mêmes points, il résulte que trois cir- 
conférences se coupant deux à deux dans le même plan , si, par les points 
communs à deux d'entre elles , on mène une circonférence coupant or- 
thogonalement la troisième, les trois nouvelles circonférences ainsi obte- 
nues se couperont suivant les deux mêmes points, (Pluckêr. ) 

Il suffit en effet, pour parvenir à ce théorème, de joindre au principe 
rappelé plus haut cette observation , que trois circonférences qui se cou- 
pent deux à deux dans le même plan , peuvent être considérées comme 
les projections stéréographiques des trois côtés d'un triangle sphérique, 

24. Démonstration du tliéorème de Lexell. — Énoncé d'un théorème 
de M, Steiner, — Construction du demi-excès sphérique. 

Théorème de Lexell. — Le lieu géométrique des sommets des trian- 
gles sphériques de même base et de surfaces équivalentes, est un petit 
cercle de la sphère, passant par les points diamétralement opposés aux 
extrémités de la base. 

Démonstration, — Soient ABC l'un des triangles que nous avons à con- 
sidérer, et 

(i) aE = A + B + C-2^^ 

l'excès sphérique donné mesurant l'aire de ce triangle. Soient a le centre 
de la sphère, A' et B' les points diamétralement opposés aux extrémités de 
la base donnée AB ; et formons la projection stéréographique de la figure 
en prenant pour centre de projection le point A'. Le triangle ABC a pour 
projection un triangle abc dont les côtés ab et ac sont rectilignes , le pre- 
mier étant fixe et le second mobile autour du centre a. Le troisième côté 
bc est un arc de cercle passant par les points fixes b îXb\ projections des 
points B, W, D'ailleurs si l'on mène les droites bt^ et tangentes en ^, r à 
l'arc bcb', les angles en a, 6, r du quadrilatère rectiligne abct^ étant res^ 
pectivement égaux aux angles A, B, C du triangle sphérique, on aura, en 

désignant par t l'angle btc^ 

A-hB-f-C4-î^=4^ ou A-f-B-f-C-2'*^=2^'-^; 



{*) Théorèmes et prohlèmes de Géoméirie, de LA FmbiIOIiie et Catalan ; 2® édi- 
tion, pages 31 5 et suiyantes. 
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et de là , 6» vertu de la relation donnée (i), 



!iE=2 



_ «dr 






OU 



(^) 



?=a**^— aE. 




t = ^^ — iP. 



Or, si Fon mène la corde 
b'c^ et que l'on désigne par 

b' Tangle inscrit bb'c^ on 

verra : i® que l'angle t a 
pour mesure i8o degrés 
)' moins l'arc bc évalué en de- 
grés; 2° que ce dernier arc 
mesure le double de l'angle 

ô , et que , par suite , on a 
l'égalité 

(3) 
La comparaison des relations ( 2 ) et ( 3 ) montre donc que le demi-excès 

sphérique E est mesuré dans la projection par P angle b' oubb c : cet angle 
est donc constant , et comme le côté b'b est fixe , ainsi que le sommet b', on 
voit que, dans la projection, le lieu géométrique des sommets c des 
triangles abc est une ligne droite passant par le point b'. Donc, en reve- 
nant à la figure primitive , on voit que le lieu géométrique des sommets C 
des triangles ABC, est la courbe déterminée dans la sphère par le plan meeé 
par le point A' et par la droite b'c , c'est-à-dire un petit cercle de la sphère 
passant par les points A' et B'. c. q. f. d. 

Corollaire L — Du théorème précédent M. Steiner a déduit cette nou- 
velle propriété des triangles sphériques : 

Les trois arcs de grand cercle passant par chaque sommet et divisant 
taire du triangle en deux parties éqidvalentes , se coupent suivant les 
deux mêmes points. 

Corollaire IL — Dans la figure projetée, l'angle inscrit bb^c qui mesure 
le demi-excès sphérique E, est égal à l'angle cht^ c'est-à-dire à l'angle 
sous lec[uel la droite bc coupe la circonférence bcb'. Il en résulte que le 
demi-excès est mesuré , sur la sphère , par l'angle du grand cercle BC avec 
le petit cercle déterminé par les trois points B , C et A'. 

Cela posé , menons le grand cercle 7^1 , passant par les milieux des 
côtés AB, AC et coupant en I le côté opposé BC; traçons le grand c^cle 
a' a/? perpendiculaire au côté BC en son milieu a, et soit, sur ce grand 
cercle , p le pôle du petit cercle A'BC. Les rayons «7, at^ de la sphère étant 
respectivement parallèles aux cordes A'B, A'C, le point/? est aussi le pôle 
du grand cercle 7^1. Il résulte de là : 1" que les arcs y? a, aa' sont complé- 
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mefitaires; 2" <iiïe les angles a, a' étant droits, les arcs la, la' sont des 
quadrants /et que, par suite, l'angle I est mesuré par l'arc aa'. 

Or, si Ton mène maintenant l'arc de grand cercle ^C, le triangle /?aC, 

rectangle en a et ^ans lequel l'angle en C est le 
complément du demi-excès, fournira cette rela- 
tion : 

sin G a = tang/? a . cotang aC/?, 




ou 






a 



\ 



P 



\ 



\ 



S. 



w 

\' ! 
\ \ . I 

V \ > I 

\ \'. I 



sîn - = cotang aa' . tang E , 



ou enfin 



a 



sn- = tang Ë. cotang I. 



k' 



Cette formule démontre la construction sui- 
vante donnée par. M. le professeur Gudermann : 
Prendra sur le côté BG , à partir du point I, Parc IM égal à la moitié 
du côté BC, et mener par le point M le grand cercle M^ perpemliculaire 
à IM et terminé à Parc Ipy; l'arc MN ainsi obtenu mesure le demi-excès 
sphérique. 

Scolie, — Si la somme des angles du triangle ABC surpasse 4 droits, 

le point de concours t des tangentes en ^ et r sera 
situé du côté opposé à celui où se mesurent les 
angles de la figure projetée, qui sont égaux aux 
angles B et C du triangle ; toutefois les mêmes con- 
clusions subsisteront encore. En efiet , la somme 
des angles intérieurs du quadrilatère ahtc^ qui 
présente alors un angle rentrant en « , est encore 
égale à 4 droits; on a donc, en observant que les 
angles en û , ^ et c du quadrilatère ont pour va- 
leurs 4**' — A , a*** — B et a**' — C , la relation 




/\ 



/ + (4<ir_A)-h(a**'--B)H-(2'*'-C)=:4''', 



ou 



(a') 



A 



^=2E — -i^' 



On trouve facilement d'ailleurs 



(3') 






/\ 



Et l'on voit, comme précédemment, que l'angle b' ou ai/c est égal au 
demi-excès sphérique. 

Il résulte de cette discussion le corollaire suivant , essentiel pour les 
applications que nous avons encore à exposer : 

Si Pon considère, un triangle sphérique ABC et le triangle rectilignc ahr, 

3 
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dont les sommets sont les projections stéréographiques {suimnt le centre 
(le projection A' diamétralement opposé au sommet A ) des sommets du 
premier y les anf^les en a,byC du triangle rcctiligne auront rcspectiifement 
pour valeurs A, B — E, C — E, E désignant ie demi-excès sphérique. 

Quant aux angles en a , ^' et ^ du triangle ah'c, que nous aurons aussi à 
considérer dans ce qui suit , ils ont évidemment pour valeurs a*'" — A , E , 
et A — E. 

25. Établissement des diverses formules de la trigonométrie spîiénque. 
G. Relations entre les éléments des triangles ABC et abc ; ABC et ob'e. 
Nous désignerons comme à l'ordinaire par ^/ , ^ , r les côtés du triangle 

sphérique ABC; et, quand nous aurons à les employer, par «, b^ c, 

, l?, c les angles des trianojles rectilignes nf^r , al/c dont nous avons 
jonné les valeurs en fonction de A, B, G, E. Cela posé, si l'on prend le 
rayon R de la sphère pour unité de longueur, rinspection de la figure de 
la page 32 nous donne immédiatement : 

ab — tans: - ? ac ~ tani' - ; 

c b 

, , , ab' ~ colans - -, ac' - - rotan^î - ; 

(A) . / ' 'X ' '2 

et, par suite. 



ii' j= ~r^~~ , (C ~- 



I. 7 



\ sin c sm b 

ce' désignant la corde que en prolongée détermine dans la circonférence bcb'. 
Enfin la formule (A') du n^ 15 (page 22), dans laquelle nous devrons 
remplacer la puissance P par 2R^ ou 2, nous donnera 

.a 
sm - 

bc -^ BC L. ^ -^ ^ — r-^, 

A'B.A'C ..,.J'^<' 



(B) 



cos-cos 

•1 2 



. a 

sin - 

^'r - BC ^ ''' 



AB'.À'C eos-sin- 

2 2 



Il est sans doute inutile d'ajouter que ces formules ne doivent pas être 
retenues, et qu'il suffit d'apprendre aies lire rapidement sur la figure. 

1. cosrt= cos^cosc-f-sin/>>sinr cosA. 
On a , dans le triangle rectiligne abc , 

( f ) bc " ab -h ac - 2 ab , ac cos A ; 
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Remplaçant chaque ligne par da valeur, réduisant au même dénomina- 
teur et supprimant le dénominateur commun , il vient 

. M . J) »r . .r b sin^ sinr . 
sm - = sm - cos' - -f- sm' - cos' — cog A. 

Multipliant par 2 , changeant les signes , ajoutant i aux deux membres et 
remplaçant cos' - 7 cos* - 5 par i — sîn' - ^ 1 — sin' - 7 il vient 



cos 
ou enfin 



a= II — 7. sin' - j ( I — 2 sin' - \ -h sin 6 sin c cos A , 
cosrt = cos^cosr-l-sin^sinrco8«. (I) 



Rc/m/rque. — La construction sur laquelle repose la démonstration pré- 
cédente, ne comporte d'autres restrictions que celles qui sont nécessaires 
pour la construction des points b^ c. Or ces points pourront toujours être 
(construits comme nous l'avons supposé dans la figure , quand les angles 
AA'B , AA'C seront moindres que i droit , c'est-à-dire quand les arcs c, b, 
qui mesurent les doubles de ces angles, seront moindres que 180 degrés; 
ce qui a toujours lieu dans les triangles sphériques que Ton considère. 

sinB sin^ 

sin C sin c 
Désignons par r le rayon du cercle brb\ qui est coupé en un second 
point c' par la droite ac prolongée. On sait que , dans un cercle , une corde 
quelconque est égale au diamètre multiplié par le sinus de l'angle formé 
par la corde avec la tangente menée par Tune de ses extrémités. Appli- 
quant cette remarque à chacune des cordes bb\ cc\ on a 

bh' rc' ,, , SinB bb' 

2?'— -r— 5 = ". — 7; î a ou -r— 7^ = — ; ; 

sm B sm C sm C ce' 

et, en remplaçant bb' et ce' par leurs valeurs, 

sin B sin b 



sin C sin c 



(II) 



3. cotfl sin b — cosb cosC-hSinC cot A. (IIl) 

4. cosA = cosBcosC4-sinBsinCcosfl. (IV) 

La méthode analytique ordinaire permet de passer des formules établies 
dans les n"" i et 2 à la formule (III); et la considération du triangle sup'- 
plémentaire permet de déduire la formule (IV) de celle du n** i. 

5. Formules de DeU/mbre. 

On sait que, dans un triangle rectiligne dont les côtés sont <», , ^, , f, » et 
les angles opposés A, , B, , G, , on a pour chaque cdté la double t^lation 



' ' sin B,^- sin C, sinB, — sin C, ' 



3. 
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OU, en simplifiant, 

(A) ^t= B"=nc7=" ■ b.-C, 

C08,-i ^ 8in ' ' 

Or, appliquons ^« premier heu cette double relation au c<ité bc du 
triangle reeliligne abc, on aura 

^ , b±c 

sin- b c ^^""T"" 
^, = /;c= — ^-1-., ^,±r, = /rc±«^»=:=tang-±tang- = — ^ ^; 

cos-cos- ^^^â^^^â 

En substituant ces valeurs dans (A) et simplifiant, il vient 

. b-^-c . A . b — c A 
sin sm - sm cos - 

sin-= B^Tc-- . B-C ^^^ 

cos-^- sm-^ 

Appliquons ^n j^cow^/ «^« les mêmes relations (A) au côté b'c du 
triangle rectiligne ab' c , on aura 

a 
cos- 

^•=^'' = b 'c' 

cos- sin - 

% 7, 



, ±cos 

b . .c 



[»,±:r, = <ïc±«^' = tang^±cot^= g — ^j—% 

cos -sin - 

B^--C.='îî'-'?=E-(A--E) = 2E-A = B-f■C~a^ 

par suite, 

^ B,^C, /... B + C 






d'ailleurs 

Substituant ce» valeurs dans (A), et simplifiant, il vient 

h — c A b-h € . A 

cos cos - cos sm - 

a a a a a -^» 

cos-= B^^ - — bTc" ^^^ 

sm cos-— — 

1. a 



.j 
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Les formules (V) et (V) sont les quatre formules découvertes par 
Delambre. 

6. Analogies de Néper, 

On pourrait, en suivant la marche ordinaire, déduire oeei analogies de 
la combinaison des relations précédentes. Mais comme, en général, on 
n'établit les formules de Delambre que dans le but d'arriver, par leur 
secours, aux analogies de Néper, il paraîtra sans doute préférable d*éta- 
blir ces dernières directement , ainsi qu'il suit : 

l^ Le triangle rectiligne abc nous donne cette formule connue, 

/ D \ ^ b — c ac — ab a 
(B) tang = ; — yCOt-, 

et de là, en substituant. . . 

. h — c 

B-C ^'""T" A .^_. 
tang = — T-- — cot— (Yl, 

sm • 

T^. Le triangle ab* c nous donne de même 

.,, , C ■— b ab — ac 11 

UJ tang — —rr-, cot — 

3 au -f- ac 2 

On a d'ailleurs dans ce triangle 

/\ 

'2 2 



et 



c b b-^-v 

cot tang- cos 



ab' — - ^ 



av — ac 2 2 2 



ab -\- ac . c . . b b — c 
cot- -h tang - cos 

? 2 2 

Il vient doue , en substituant , 

b -\-r 



cos 
cos 



B + C ^"^ 2 ^ A 

tang - 

b — c ^ 2 



cot = î tang - ) 



2 

i)U 

b--c 



cos 



B -4- c .2 .A / xri \ 

ung -^ = --^-j-^ cot -. (VI,) 
cos 

2 

Les formules ( VI, ) et (VIJ forment deux des analogies de Néper; et la 
considération du triangle supplémentaire fournit les deux autres, à sa- 
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Yoir : 

. B-C 

, sin 

tang-5-=— g-p^tang- (VI,) ^ 
sm*- 



et 



'à 



C08^ 



cos 

7. Expressions des sinus et cosinus du demi-excès sphérique. 

Le triangle rectiligne ab'c^ dans lequel Tangle h' est égal au demi-excès, 
donne la relation 

(D) — =F7î 

Slua 

et de là , en substituant , 

. h . c b 
tang-*sm- cos- 

sinE= smA, 



ou enfin 



a 
cos- 

a 



sin - sin - 

sin.E = -™^8inA; (VH) 

cos- 
a 



et si l'on veut remplacer dans cette formule sin A par sa valeur, il vient 



sin.E = V^s^»>^*sin(/? -- ^).sin(;? ~ b) sin(^ ~ c) 

abc ^ ' 

a cos -cos -cos - 
a a a 

Si Ton veut obtenir cosE, on appliquera au triangle ab*c la formulQ 
connue 

(E ) ab* = /w?.cos a -|- cb' cos V^ 

et par les mêmes substitutions on en déduira 

.c,^ b . b c , . b . c cosrt— cosôcosc 
cot--htang-cosA cos-co8--|-sm-sm-* : — 7 — = 

^ a °a a a a a sm6 sine 

cosE = j = , 

a . c a 

cos - : cos - sm - cos - 

a a a a 

ou bien 

I . -b ^c 

cos a — cos b cos r 4- 4 cos- - cos' - 

a a 

cosE= — , ■* ; 

abc 

4 COS- cos- cos- 

a a a 



J 
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b c 

et si Ton remplace enfm dans le numérateur 'icos^- et acos^- par 

a a * 

I -h cos ^ et I -h cos c , il viendra définitivement 

a C ^ ' 

4 COS- COS- cos- 
2 a a 

8. Expression de la tangente du quart de l^ excès spherique. 
Si, dans le triangle ab' t\ on désigne par a, p, 7 les côtés opposés aux 
angles « , b\c^ et par 2 a le périmètre a -f- p 4- 7 , on a 

;pv » ^ * E lïvs — a) (tar — 7) 

(F) tang— = tang - = i / , ^ ^ . , — ; 

^' *^a *a y ©(or — fi) ' 

et si l'on calcule les valeurs de cr, w — a, etc., on trouve 



tang- = i /tang^« tang^^ — ^- tang^^ tang^^ — -^ (IX) 

aVa a a a 

9. Résolution des triangles spfiériques dont les côtés sont très-petits ]>ar 
rapport au rayon de la sphère. Théorème analogue à celui de Legcndrc 

Nous désignerons, dans ce qui suit, par^, ^, c et R les nombres q* 
mesurent, au moyen d'une môme unité de longueur, les côtés du triangle 

spherique et le rayon de la sphère. Les rapports n ' s ' 5 seront des 

nombres très-petits, que nous appellerons des infiniment petits du pre- 
mier ordre. Nous appellerons de même infiniment petits du second , troi- 

a^ 1/ c* 
sième et quatrième ordre, des nombres tels que ^t ^rr^i -jw? et nous 

désignerons ces infiniment petits des divers ordres par 6 , s', e^, s*. 

Cela posé, considérons comme précédemment (voir la figure de la page 3a) 
le triangle sphénque ABC , le triangle rectiligne abc çt un second triangle 
rectiligne AB, C, , semblable à abc^ de dimensions doubles et que l'on peut 
construire géométriquement en projetant les sommets A, B, C du triangle 
spherique, suivant le centre de projection A' et sur le plan tangent en A. 
Les angles du triangle rectiligne AB, C, auront pour valeurs exactes A , 
Bj = B — E , C, = G — E ; et si l'on désigne ses côtés par a^ , /-», , c, , on 
aura, en rétablissant le rayon de la sphère dans les formules (A) et (B) 

de la page 34 , qui donnent ab , ar , bc , 

aR sm— =r , 

■7- a R a— z' , 

a. =-. 2.0c -r j :- ^ a r, 

' b ri — r 

•i R a R 



a R sm — TT- 
. — aR - . 

0, -:- a ac ; — -- b 



i- -- - I, 



aR 



r, E= c — t' 
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Ainsi , les côtés du triangle rectiligne AB, C^ ne diffèrent des côtés corr 
respondants du triangle sphérique proposé , que par des infiniment petits 
du second ordre. Il en résulte imniédiatement la proposition suivante : 

Théorème. — Si les côtés a^ b^ c d^an triangle sphérique sont trèsr 
petits par rapport au rayon de la spfière, on peut substituer à sa résolution 
celle d'un triangle rectiligne auxiliaire , ayant pour l'un de ses côtés a, et 
pour angles A, B -^ E, C — E {^E désignant l'excès sphérique) ; et les 
deux autres côtés de ce triangle ne différeront des côtés correspondants 
du triangle sphérique que par des infiniment petits du second ordre. 

On voit en effet que le triangle auxiliaire dont il s'agit étant semblable 
au triangle ABj C, , et ayant pour Tun de ses côtés «, qui ne diffère de «, 
que par un infiniment petit du second ordre , les différences entre les 
autres côtés homologues des deux triangles rectilignes seront du mémç 
ordre; et qu'il en sera de même, par conséquent, des différences entre les 
derniers côtés du triangle auxiliaire et du triangle sphérique. 

Remarque. — Le théorème précédent peut, ce nous semble, être em- 
ployé aux mêmes usages que le théorème analogue de Legendre. Toutefois, 
l'emploi de ce théorème exige, comme on le sait pour celui de Legendre, 
que le triangle auxiliaire que Ton substitue au triangle sphérique ait même 
surface que ce dernier. Or, il est facile de démontrer que la différence 
entre les surfaces du triangle sphérique et du triangle auxiliaire défini 
précédemment , est un infiniment petit du second ordre. 

Il suffîra, en effet, pour le démontrer de faire voir que la différence entre 
les surfaces S , S, des riangles ABC , AB, Cj est du même ordre. 

On a, en effet, 

(i) S-rR'.îE 

et 

b,c,^\nk^ 

Or la formule (VII), page 38, devient, en y rétablissant le rayon de 
la sphère, et en développant les sinus et cosinus. 



sin E — 



b . c . . bc ^mk 4 
sm —^ sin -T=r- sm A — rr^ s* , . . . 



e 



a . a^ 4 R' — a'^ à 



À étant un nombre. 
On en déduit, par la division, 

. _. br sin A , . 

D'après cette formule sinE et par suite E sont du second ordre; 
la différence entre E et sinE est donc du sixième ordre, et Ton peut 
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écrire 

ou 

„ èc sinA . . 

De là, en multipliant par R', et ayant égard à (i), il vient 
(i') ^ = ~"^ ^*' 



é>^ sin A /^j c ^in A 
et si Ton observe que — '- ne diffère de -^—^ = S, , que par un 

infiniment petit du second ordre , il vient enfin 

(l") S = S, + £% C.Q.F.D. 

Scolie, — On peut , d'après ce qui précède , substituer au triangle sphé- 
rique proposé l'un quelconque des triangles rectilignes suivants : 

(A, 
I**. Le triangle T, , ayant pour l'un de seg côtés a et pour angles | B — E, 

( G-E. 

( A~E, 
a®. Le triangle T, , ayant pour l'un de ses côtés a et pour angles < B, 

( C - E. 

i A-E, 
3**. Le triangle Tg , avant pour l'un de ses côtés a et pour angles < B — E, 

Prenant les données moyennes entre les trois systèmes de données qui 
précèdent, on retrouve le triangle de Legendre, 

. aE 

I „ aE 
6, ayant pour un de ses côtés a et pour angles \ o ^i 

^--3"' 

26. Établissement de quelques formules relatives aux quadrilatères 
sphériques, 

I. Dans tout quadrilatère sphérique inscrit à un petit cercle , le pro- 
duit des sinus des moitiés des diagonales est égal à la somme des pro- 
didts des sinus des moitiés des côtés opposés. 

Projetons en effet le quadrilatère inscrit ABQ) , on prenant pour cen- 
tre de projection le point A', diamétralement opposé au sommet A : nous 
obtiendrons un quadrilatère plan ahcd qui sera inscriptible et fournira 
la relation 

(i) ac.bd ■=. ahwd -\- bc,ad\ 
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or, si l'on désigne par ^/, b , c, r/les côtés AB, BC, CD, DA, par /w, n 
les diagonales A(', Bl), on établit facilement que la relation (i) se trans- 
forme dans la sui\ante : 

, , . . m . fi . a . c . b . d 

(I) sin— sm- = sm~ sm — hsm-sm-- 

^ 2 a a '2 2 2 

Remarque /. — La relation (I) a été découverte par M. Colleté, soldat 
de marine [Noiwclles Annales^ 1B49, page 44^). La démonstration pré- 
cédente a l'avantage d'établir la proposition réciproque en même temps 
que la proposition directe. Car, si la relation (I) a lieu pour un quadrila- 
tère sphérique ABCD, la relation (1) aura lieu pour le quadrilatère plan 
abcd^ qui en est la projection stéréographique. Donc , d'après la réci- 
proque déjà établie du théorème de Ptoléméc, le quadrilatère ahcd sera 
inscriptible ; il en sera donc de môme du quadrilatère sphérique ABCD. 

Remarque II. — On établirait de même , quoique par un calcul plus 
long, cette seconde relation 

. m . a . d . h . c 
sm~ sm- sm- -h sm- sm- 

. // . a , V ^ . C . d 

sm- sm- sm-4-sm- sm- 

2 2 2 2 2 

que M. Colleté établit aussi à l'endroit déjà cité. 

2. Expression du sinus du quart de r excès d^un quadrilatère sphé- 
rique quelconque. 

Soit un quadrilatère sphérique ABCD; désignons par.«, b^ c^ d^ m, n 
ses côtés et ses diagonales iVB, BC, CD, DA, AC, BD; posons 

A4-B-+-C + D-4'*'=aE, 

et proposons-nous d'évaluer sin — 

Formons, à cet effet, la projection stéréographique du quadrilatère 
ABCD, en prenant pour centre de projection le point A', diamétralement 
opposé au sommet A. Nous obtiendrons un quadrilatère abcd, dont les 
côtés ab y ad sont rectilignes et les côtés bc, cd circulaires; et, si nous 
menons les tangentes bt^ et k l'arc bc , les tangentes eu , du à l'arc cd , 
l'hexagone plan abtcud nous donnera 

. A 4- B -h C + D -^-^-^^i ■-- 8^^'-, 
ou 

2E = 4"^'" — i^-H"). 

Or, si Ton appelle r' le second point d'intersection des arcs /vr, cd ^ et 
si l'on mène les droites c'b^ c'ac, c'd^ on voit facilement que l'on a 

/ -: 2**' — 2.ic'r, // " Q,^^ ~ i.dc'c. 
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On en déduit 



et 
Cela posé, si l'on joint bd, le triangle rectiligne hc'd donne 



[a] sin'- = sin 



•-» 'i 



^.bc'. fie ' 



On lit d'ailleurs facilement sur la figure les valeurs de ces lignes , à 
savoir ; 

. « /; r 

sm- cos- cos- 

bd = ii— , bP = 1- , de' '^ 



^a d a . m d . m 

cos - cos - cos - sin -^ cos - sin — 

a a 2 9 '2 sà 

Substituant ces valeurs dans la formula Jlr^édente, il vient 

» 

(. /« . /i a c b d\/.m.n. b d a c\ 

sm — -sm — hcos-cos — cos-cos-1 ( sm— sm--f-cos-('OS — cos- cos- ) 
— ^ ^ 2 2 2 2/ \ 2 2 2 '2 2 2/ 

2 ' , a b C d 

4 COS - co« - COS - cos - 

2 2 » 2 • 

CoROLLAiiiE I. — Si le quadrilatère proposé est inscriptible dans un 

petit cercle de la sphère, on trouve, en remplaçant le produit sin —sin - 
par sa valeur, tirée de la formule (I), et en posant 

a '\- b '\' c '\- d = 2/^, 



. p — a . p — b . p — c . p 
sm^- .sin^^ . sm^- .sm — 



( nr ) sin 



jE _ 2 



2 a b c d 

cos - cos -cos - cos - 

2 2 2 2 



Corollaire II. — Si le quadrilatère est en même temps circonscriptible 
à un petit cercle, on aura, d'après un théorème connu , a-\- c = b-^-dy 
et la formule précédente deviendra 

(DI") sin* - = tang - tang - tang - tang — 

2 '='2 °2 °2 ^2 

Obseri'ation, — Les relations précédentes conduiraient , par la méthode 
connue, aux élégantes formules données par M. Dostor, et relatives à l'aire 
d'un quadrilatère plan. [Nouvelles Annales de Mathématiques, 1848, 
pages 69 et 229. ) 
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SECONDE PARTIE. 

DES MÉTHODES RELATIVES A LA GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. 



CHAPITRE PREHIER. 

Bes tangeote». 

§ ^^ — État du problème des tangentes dans la géométrie 

DES anciens. 

27. Définition de la tangetite /V après Euclide.— Remarques sur l'insuf- 
fisance de cette définition et^ur le caractère essentiellement syntfiétique 
(jumelle présente, — . Kt'aprè^. ka»*anciens géomètres, la tangente en un 
point itune courbe est une droite passant par ce point y et telle y qu'une 
seconde droite istfàe du* même ^i/it ne puisse passer entre la première 
et la courbe. Ainsi, Euclide, oans ses Éléments, détermine la position de 
la tangente à la circonférence ^n démontrant que toute droite perpendi- 
culaire à l'extrémité du^ayoA tpmbe hors du cercle, et que Ion ne peut 
mener aucune droite^ dans Mfispace compris entre cette perpendiculaire 
et la circonférence, * 

De cette défîtiîtioh il 'est facile de déduire la conséquence que : si 
d'un côté et de Tautre^u point de contact la concavité de la courbe est 
tournée vers une même région, la tangente laissera d'un même côté tous 
les points de la* courbe (ou au moins tous les points d'un arc fini de la 
courbe, entre les extrémités duquel se trouvera le point de contact). Ce 
fait général , rapproché de la propriété particulière de la tangente à la 
circonférence et aux autres sections coniques, a conduit à une seconde 
définition fréquemment employée par les géomètres modernes, imitateurs 
de la forme synthétique des anciens, et d'après laquelle la tangente est 
une droite ri ayant qu'un point commun avec la courbe et laissant dun 
même côté tous les. points de celle-ci. 

Or si , revenant à la première définition , l'on essaye de l'appliquer à la 
résolution géométrique du problème des tangentes , on est immédiatement 
frappé du peu de ressources qu'elle présente en général , et l'on cesse de 
s'étonner que ce problème ait été à peine ébauché par les anciens. Il est 
d'ailleurs facile de se rendre compte, d'une manière générale, de l'insufli- 
sance géométrique de cette définition. 

Le créateur de la théorie des caustiques , Walter de Tschirnhausen , qui 
occupait un rang distingué parmi les savants de son temps les plus versés 
dans la philosophie des mathématiques , énumère longuement les diverses 
(jualités que doit présenter toute définition, dans l'ouvrage ayant pour titre : 
Mcdicina mentis , sivr tenta me n genainœ logicœ. Il y pose , entre autres, 
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ce précepte que toute définition doit renfermer le mode de formation, la 
génération de l'objet auquel elle se rapporte : Secundo patet omnem rei 
singularis definitionem semper ejiisdcm rei primiun formationis moduni 
dehere includere , qiiem alicujus rei generationem nuncupabo (page 5o). 
Or, on chercherait en vain l'idée première de la génération de la tan- 
gente dans la définition que nous en avons donnée plus haut, d'après les 
anciens; cette définition est donc incomplète, au point de vue philo- 
sophique , et c'est précisément de là que provient son insuffisance eh 
g^métrie. 

Elle présente d'ailleurs, à un haut degré, le caractère synthétique de 
la méthode exclusivement suivie par les anciens dans l'exposition de leurs 
découvertes géométriques. Car, tandis que la définition moderne de la 
tangente contient, implicitement, l'énoncé d'un problème dont la solu- 
tion fournirait la construction de cette droite , celle des anciens indique 
seulement l'existence d'un théorème dont l'énoncé inconnu attribuerait 
une certaine position à la tangente cherchée , et dont la démonstration 
établirait que la tangente occupe en effet cette position. 

Nous allons rapporter la solution donnée par Archimède du problème 
des tangentes aux hélices ou spirales. Cette solution offre un bel exemple 
de la méthode géométrique des anciens ; elle présente quelques longueurs , 
mais ces longueurs sont nécessaires et rachetées d'ailleurs par la rigueur 
de la démonstration qui se trouve dégagée de tout usage de la considération 
de l'infini. 

28. De la tangente à la spirale d Archimède, 

I . Lemhe I. — Dans un triangle, la bissectrice d'un angle y terminée au 
côté opposé, est moindre que la demi-somme des deux autres côtés, 

1, Lemhe II. — Soit dans une circonférence ayant pour centre le point o, 

ab une corde moindre qu'un diamètre , et soit oh 

wri^lTri::^^ — _c perpendiculaire sur cette corde ; on pourra toujours 

f ' /O^^^ mener un rayon orc tel, que la portion de ce rayon, 

j 0**^^ — I V"^ — comprise entre la circonférence et la corde ab pro- 

\ J longée, soit à la corde ra dans un rapport donné , 

N^^^^^^^X^ pourvu que ce rapport soit plus grand que celui de 

ah à oh. [Des hélices, prop. 7. ) 

DÉMONSTRATION. — Mcnons, en effet, le rayon indéfini okt parallèle à 
la corde ab et qui est coupé en k et en t par la corde ar prolongée et par 
la tangente en a. 

Les triangles semblables arc et kro donnent l'égalité 

cr __ or 
ar ~^ kr 

et Ton voit que ce dernier rapport, dont le numérateur est constant, varie 
en sens inverse de son dénominateur ; et comme celui-ci va constamment en 
décroissant , depuis la valeur at jusqu'à zéro, lorsque le rayon variable orc 
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prend toutes les positions comprises entre oa et okt ; on voit que le rap- 
port — peut prendre toutes les valeurs supérieures à — = — = —r • 
* /•« ^ at ttt oh 

C. Q. F. D. 

3. Lehme ni. — Soient encore^ dans une circonférence ayant pour centre 
le point o, ah une corde moindre qiâun diamètre ^ oh la perpendiculaire 
abaissée du centre sur la corde, et at la tangente à Pune des extrémités 
de la corde : on peut toujours mener un rayon ocrt tel, que la portion cr 
de ce rayon, interceptée entre la corde et la circonférence , soit au seg- 
ment at que ce rayon intercepte sur la tangente issue du point a, dans 
un rapport donné , pourvu que ce rapport soit moindre que celui de ah 
à oh. 

Démonstration, — On doit avoir 

, , . cr m ^ m ^ ah m oa 

(A) --.= — et — <-j- ou — <-7î 

^ ' at n n oh n ak 

oh étant la parallèle à la corde ah menée par le centre o et terminée au 
prolongement de la tangente; ou, comme r/- — oa — oc, on doit avoir 

, . m 
[a] oc — oa at. 

Prenons sur la tangente une longueur al telle, que l'on ait 



Z^^^V^X.. ï^ -7=~, d'où — ,<-7> doù al>ak, 
/\ / ^ ' al n al ak 



\)A'^fp^ ] En remplaçant oa par celte valeur dans (rjr), on 
/ VT^*" Vv/ devra avoir 

[h) oc=—{al--at) = — lt. 



/« ' n 



Or, le triangle otk et la ligne ca parallèle à sa base donnent 



ak 
oc — ot. 

d'ailleurs 



oc — Ot.-yX 

tk 



m __ oa^ 
Ti ~ liV 

donc, en substituant dans {^), on aura à satisfaire à celte relation, 

oa j , ot oa 

ic) ot = —, — ytk.tl, ou —. — ,— —, — ?• 

^ ' al.ak tk.tl ftl.ak 

Or, si l'on construit le cercle déterminé par les trois points o, X-, /, et 
que ou et ot prolongées coupent ce cercle en «' et /', on aura ces deux 

égalités, 

oa , ot 

— ad , -r — .-- tt . 



al.ak ' tk.tl 
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Par suite, en substituant dans la relation (c), on aura à déterminer le 
rayon ocrtt' par la condition 

( il) tt' = aa'. 

Or, on pourra toujours mener par le centre o et dans la région sup- 
posée un rayon ott' tel , que le segment tt' soit égal à aa\ pourvu que ak 
soit moindre que aL Sous cette restriction , on voit très-bien que si le 
rayon mobile ocr, coïncidant d'abord avec oa , s'éloigne de oa en se rap- 
prochant de o/, le segment intercepté tt' est d'abord supérieur à aa\ et 
va constamment en augmentant jusqu'à ce que le rayon mobile passe par 
le centre du cercle okL A partir de cet instant , le segment tt' allant tou- 
jours en diminuant et tendant vers zéro , il est clair que le rayon mobile 
atteindra une position intermédiaire pour laquelle le segment tt' sera pré- 
cisément égal à aa' ; c'est-à-dire pour laquelle le rapport — sera égal à — • 

D'ailleurs la restriction al > ak entraîne celle-ci : 

oa ^ oa m ah 

'-j<-T ou — <-r- 

ai ak n oh C. Q. F. p. 

4. Dêjt ait ions. — On appelle hélice, ou spirale y la courbe engendrée 
par un mobile qui parcourt une droite avec une vitesse constante , pen- 
dant que celle-ci tourne d'un mouvement uniforme et dans un plan inva- 
riable, autour d'im point fixe o qui coïncide avec la position initiale du 
mobile. Le point o est Porigine de l'hélice ; la droite qui joint le point o à 
un point de la courbe est le rayon de ce point, et la position initiale oct 
de la droite mobile est le rayon-origine, — Si l'on mène le rayon oa du 
point a de la courbe , et que du point o comme centre , avec oa comme 
rayon , on décrive une circonférence , nous entendrons toujours , dans ce 
qui suit, que l'arc de cette circonférence compris entre le rayon-ori- 
gine COL et le rayon oa^ est celui qui serait décrit par l'extrémité a du 
premier rayon , tournant autour de Torigine dans le serfs du mouvement 
qui a donné naissance à la courbe, et venant coïncider avec le rayon oa. 

Enfin , un rayon quelconque oa sépare le plan de la courbe en deux 
régions , celle des conséquents qui renferme la portion de spirale déjà 
décrite par le mobile , et celle des antécédents. Nous ne considérerons 
d'ailleurs dans ce qui suit que la première spire de l'hélice , décrite pen- 
dant la première révolution de la droite mobile. 

Cela posé, la définition de la courbe conduit immédiatement aux con- 
séquences suivantes : 

5. Les rayons qui aboutissent à deux points de Chélice sont entre eux 
comme les arcs interceptés entre le rayon-origine et chacun de ces rayons, 
sur une circonférence ayant pour centre le point-origine, [Des hélices , 
prop. 14.) 

6. Si Pon considère dans r hélice trois rayons séparés par des angles 
égatix, le rayon intermédiaire est égal a la demi-somme des rayons ex- 
trêmes. (Prop. 12.) 
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Corollaire I. -- Un arc quelconque de la courbe qui correspond à un 
fj angle inférieur à 2 droits, ayant son sommet à l'origine, 
est tout entier situé , par rapport à sa corde , du côté op- 
posé à l'origine. 

Car, si l'on mène la bissectrice de l'angle aob , coupant 
Tare et sa corde en m et fx , on aura 

oa + ob 

oni =z , 





et par suite , d'après le Lemme I, 

om > o £/ . 

En répétant la même construction pour les angles partiels aom^ bom,...^ 
on obtiendra de nouveaux points de la courbe , tous plus éloignés de rori- 
gine que les points correspondants de la corde aij. 

Corollaire II. — Le rayon qui aboutit en un point quelconque m de 

rhélice^ est moindre que le rayon correspondant ot 
terminé à la tangente en un point a de cette courbe. 

Car si l'on avait om ^ 0/ , on verrait , en joignant la 

corde am , que l'on pourrait mener par le point a une 
infinité de droites comprises entre l'arc am et la tan- 
gente supposée at. 

Corollaire III. — Totiie tangente à ï hélice ne rencontre celle-ci qu*en 
un point, (Prop. i3.) 

7. Théorème I. — Le rayon oa qui aboutit en un point a de la courbe, 
fait un angle obtus avec la portion de la tangente en ce point qui est 
dirigée du côté des antécédents, (Prop. 16.) 

Démonstration, — Du point o comme centre, avec oa pour rayon, décri- 
vons une circonférence. La portion de la courbe située du côté des anté- 
cédents tombera nécessairement hors de cette circonférence : il en sera 
donc de même (6, Coroll. II), à fortiori, de la portion at de la tangente à 
la courbe en a , dirigée vers les antécédents. Il résulte de là que Tangle 
considéré , oat , est droit ou obtus , et ne saurait être aigu. 

Pour écarter la première hypothèse , supposons un moment que l'angle 
oat soit droit, «/étant alors une tangente commune à l'hélice et à la cir- 
conférence oa. On établit facilement que par le centre o de la circonfé- 
rence on peut mener une droite indéfinie ort telle, que le rapport au 
rayon oa, du segment rt intercepté sur cette droite entre la circonférence 
et la tangente «/, soit moindre que le rapport à l'arc a« (compris entre 
le rayon-origine o a et le rayon oa)^ de l'arc ar intercepté entre le rayon 
oa et le rayon ort, (Prop. 5.) 

On aurait donc pour ce rayon or/, que nous supposons d'ailleurs dirigé 



vers les antécédents , 

d'où 

(I) 
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rt arc ar 
or arc a a 



ot _ ot arc a r 
or ~ oa dicoLa 
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Mais, si Ton désigne par m le point de la courbe situé sur le rayon art, 

on aura ( 5 ) 

, . om diVQ.oir 



oa 



dXCoLa 



On aurait donc, en comparant (i) et (2), 

ot < om , 

ce qui montre , d'après le corollaire II du numéro précédent , que la droite at 
ne saurait être tangente à l'hélice. Donc Tangle oat ne saurait être droit ; 
donc il est nécessairement obtus. c. q. f. d. 

8. Théorème II. — Ltx tangente en un point quelconque a de F hélice 
intercepte sur la droite menée par l'origine ^ perpendiculairement au 
rayon oa qui aboutit au point de contact , un segment d'une longueur égale 
à Parc intercepté sur la circonférence décrite du point o comme centre , 
avec oa comme ra)on, par le rafon-origine o(x. et le rayon oa, (Prop. ao.) 

Démonstration, — En désignant par t le point d'intersection de la tan- 
gente en a et de la perpendiculaire au rayon 
oa menée par le point o , il s'agit d'établir la 
relation 




(I) 



ot=^ arc afûT. 



Première partie, — Supposons d'abord que 
l'on ait 

(A) ^Oarcapfl, 

on pourra alors trouver une longueur o0 satisfaisant à la double inégalité 

[a) aTCo:pa<,oQ<,ot. 

Par suite, en abaissant oh perpendiculaire sur at, on aura 



ou encore 



ah oa oa 



oa ah 
ÔÔ oh 



On pourra donc toujours, d'après le lemme II, mener dans la circonfé- 
rence a^a un rayon orc tel , que Ton ait 

rc oa . rc ar ^ arcar 

ffr oB on oO arcap« 
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OU , en ajoutant Tunité aux deux membres, on pourra mener un rayon orc 
tel , que l'on ait 



(') 



oc arca6/ir 

_^ ^^ » 

oa arc afJ a 



(>) 



Or, en désignant par c' le point de la courbe situé sur le rayon orc , on a , 
d'après le n" 5 , 

oc' diVCcSar 

oa arca^rt 

On aurait donc par comparaison 

(3) oc<.oc\ 

ce qui est incompatible avec l'hypothèse que la droite tac est tangente à 
l'hélice (voir le n° 3, coroU. II); on ne saurait donc avoir o/>arcap«. 

Deuxième partie, — Supposons , en second lieu , que l'on ait 
(A') o/<arcaPflr, 

On pourra alors trouver une longueur oB satisfaisant à la double condition 
(a')- o/<o9<arcap«. 

Par suite, en menant encore oh perpendiculaire sur at, on aura 

ah oa o 



ou 



oh ot ^ oB 



oa ah 
ol^lJi 



Donc, si l'on mène la droite at\ tangente en a au cercle ap«, on pourra 

toujours , d'après le lemme III , mener un rayon ocrt' tel , que l'on ait la 

relation 

cr oa cr at' 

?-—f^^ ou — = -?;' 



at' 



ou enfin 



oB 



cr 



oa o 
AVCar 



oa arc aô a 



puisque <7^'> arc «rr et que o0<arcap^. 

Si Ton retranche de l'unité les deux mem- 
bres de l'inégalité précédente, on trouve 




(«') 



oc arc aQr 

— ^ ^^ • 

oa arcap« 



■(>') 



D'ailleurs , si Ton désigne par c' le point de la 
courbe située sur le rayon ocr, on a , d'après 
la proposition 5 , . 

oc' __ arca^r^ 
oa ~~ arc oLpa^ 
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on aurait donc , par la comparaison des relations ( i ' ) eit ( a' ) , 

(3') oc<Coc', 

ce qui est incompatible avec l'hypothèse que la droite act est tangente à 
rhélice. Donc on ne peut supposer <>^<arcap«. Mais il est déjà démontré 
que Ton ne peut supposer o^> arcap«; donc on a 

ot = arcapa. c. Q. F. D. 

29. De la tangente à la courbe décrite par un point dont on connaù la 
loi des distances à deux foyers. 

Problème. — Construire la tangente de la courbe représentée en coor- 
données bipolaires par l'équation 

dans laquelle \ , \' désignent des nombres positifs et L une longueur donnée. 

Construction, — Que l'on joigne le point décrivant a aux deux foyers/, /' 
et que du point a comme centre , avec un rayon quelconque , on décrive 
l'arc mm' terminé aux rayons vecteurs /«, fa: si l'on mène la corde mm\ 
et si on la divise au point n en deux parties réciproquement proportion- 
nelles aux nombres l , )/, 

nin y 



T f 



m' n 'k 

la droite an sera normale en ^f à la courbe considérée. 

Démonstration, — Menons tat' perpendiculaire à an ; pour démontrer 
que cette ligne est tangente à la courbe , il suffira d'établir : 
1°. Que la droite at n'a que le point a commun avec la courbe; 
2**. Que la droite at laisse d'un même côté tous les points de la courbe. 

Première partie, — Soit b un point quelconque de la droite «/; joi- 
gnons hf^ bf et abaissons ^/> , 6/?' respectivement perpendiculaires sur /«, 
fa' prolongées au besoin ; menons également mq , m'q' perpendiculaires sui 
la droite an. Les triangles semblables bap^ amq\ bap\ «'w'^' donnent les 

relations 

ap _ mq ap' __ mq 

ab ~ a m ab ~~ am' ' 

et de là , en divisant membre à membie et en observant que - — = i , et 

^ ^ am 

mq mn ^' m • . 
que — rS = ~n— = - ? il vient 
m q m n A 

ap _ )/ 

^'~\' 
ou 

(i) 'k,ap — V,ap'=:o. 

D ailleurs le point a appartenant à la courbe , on a 

(2) l.af-\-V./if' = L. 

4. 
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Il vient donc, en retranchant (i) de (a) membre à membre, 

(3) \.fp^\'.f'p' = L, 
B en résulte immédiatement 

(4) y.,fb^yj'b>L; 

et cette relation montre que le point h ne saurait appartenir à la courbe. 

Ohscivathn. — Il pourrait arriver, pour une position du point b sufiBsam- 

ment éloignée de a dans la partie at, 
que le point p fût situé sur le pro- 
longement de «/. Dans ce cas, en 
retranchant ( i ) de [t.] et observant 

que ap est plus grand que /?/, il 
vient 

(3') V.f'p'-\.fp^L, 

qui entraîne encore la relation ( 4 ). 

Deuxième partie. — Soit /• un 
point situe d'une manière quelcon- 
que au delà de la droite tat\ par 
rapport aux foyers/, /' : joignons // , /'/• qui coupent tôt' en A, A'; et 
joignons//*',/'^. 

1°. Supposons > > >/. On a , dans le triangle hkf\ 

hk-^kf>hf\ 

i.hÂ'-\-wjf:>yjtf'; 

et de là, en ajoutant \.fh aux deux membres, 

>./>?• 4-V./'/>A./A-f.A'./'A. 
Et comme , le point h étant situé sur la droite tat\ on a 

le signe inférieur ayant lieu dans le cas unique où le point h coïnciderait 
avec le point a , il vient , dans tous les cas , 




//vi ^^r^v» 



d'où , à fortiori , 



(5) 



>.//--f-V./'/>L, 



ce qui montre que le point Â- ne saurait appartenir à la courbe, 
a**. On traiterait d'une manière symétrique le cas où l'on aurait >'> >. 

Remarque. — La construction et la démonstration qui précèdent ont été 
données i^dLvY^tiodeDmWieT (Bibliothèque universelle et historique , tomeV, 
1687, ps^gG ^5)- ^^ voit que la tangente y est considérée comme une droite 
n'ayant qu'un point commun avec la courbe , et laissant d'un même côté 
tous les points de celle-ci. 
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§ II. — MÉTHODE DE ROBERVAL. 

30. Conception générale de Robervnl sur la description des courbes par 
te mouvement cPun point ; sa solution du problème des tangentes par la 
composition des différentes vitesses qui animent le point décrivant. — Dans 
son Traité des mouvements composés {*), Roberval énonce, ainsi qu'il 
suit , le principe qui sert de base à sa méthode et la manière générale d'ap- 
pliquer ce principe à la solution du problème des tangentes : - 

Axiome ou principe d'invention. 

La direction du mouvement el'un point qui décrit une ligne courbe, est 
la toucliante de la ligne courbe en cliaqite position de ce point, 
&èg:le générale pour l'application de ce principe. 

Par les propriétés spécifiques de la ligne courbe ( qui vous seront don- 
nées ) , examinez les divers mouvements qu\i le point qui la décrit à V en- 
droit oà vous voidez mener la toucfiante : de tous ces mouvements composés 
en un seul, tirez la ligne de direction du mouvement composé, vous aurez 
la toucfiante de la ligne courbe, 

31. Application aux cycloïdes et aux roulettes, — Soit M un point de la 
courbe engendrée par le mouvement d'un point invariablement lié à un 
cercle a*anim' qui roule sur une base quelconque xy^ droite ou courbe. 
Considérons le mouvement de la circonférence mobile par lequel l'arc infi- 
niment petit aa* de cette circonférence s'enroule sur la base xy. Ce mou- 
venient aura pour effet : i"" de communiquer à chaque point M invaria- 
blement lié au cercle un mouvement de transla- 
tion parallèle à l'élément actuel aa^ de la base , 
et dont la vitesse MV sera proportionnelle à 
l'arc aa* ; a** d'imprimer au même point M un 
mouvement de rotation autour du centre o, 
par lequel il tournerait autour du point o d'un 
angle Mom' = mom* — aoa\ la vitesse de ce se- 
cond mouvement étant proportionnelle à l'arc 
infiniment petit M*'' et dirigée suivant une 

droite perpendiculaire à oM ; soit MV' cette seconde vitesse composante. Si 
donc sur les deux lignes MV, MV on construit un parallélogramme , la dia- 
gonale MU de ce parallélogramme sera la tangente cherchée. 
Or joignons «M. On a, dans le triangle MVU, 

MV _ MV _"arc/7/7' _ arc/wm' _ om _ oa 
VU "^ MV "* âr^cWT? "" arcMp' "" ^ "' ^* 

{*) Hivers ouvrages de Mathématiques et de Physique , par MM. de V Académie 
des Sciences , page 8o. Le Traité des Mouvements composés fut rédigé par un Q^n- 
tilhorame bordelais, diaprés les leçons qu'il avait reçues de Roberval sur cette 
matière. Celui-ci revit d^ailleurs ce traité avant que de le lire devant TAcadéniie 
des Sciences, et écrivit en marge quelques observations critiques, qui ont été 
conservées dans Touvrage dont nous extrayons ces détails, et qui portent d'ail- 
leurs sur la forme et non sur le fond même des démonstrations. 
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LeB deux triangles MVU et aoM sont donc seipblables, comme ayant un 

angle égal ( V = o) , compris entre des côtés proportionnels. Donc , puisque 
les premiers côtés MV, VU du premier triangle sont respectivement per- 
pendiculaires aux côtés aoy o]\f du deuxième côté, le troisième côté MU 
du premier est pareillement perpendiculaire au troisième côté a M du 
deuxième. Donc la tangente en un point quelconque (Tune roulette est 
perpendiculaire à la droite qui joint le point décrivant au point de con- 
tact correspondant de la ligne mobile sur la ligne fixe, 

32. Insuffisance de la méthode précédente, -— Applications vicieuses 
qui en ont été faites , quoique sans erreur définitive, à des exemples 
auxquels elle doit rester étrangère, — Quelque élégant que soit le prin- 
cipe précédent , on reconnaît cependant que les applications de la mé- 
thode qui en résulte se bornent à quelques cas spéciaux tels que celui 
que nous venons d*examiner; la détermination des différentes vitesses 
animant le mobile qui est supposé décrire la courbe , offrant en général 
de grandes difficulté. Notre sujet présente même cette particularité cu- 
rieuse, que sur les quatorze exemples auxquels Roberval applique sa mé- 
thode, les seuls exemples de la roulette et des lignes spirales, (spirale 
d'Ârchimède, conchoïde) sont bien choisis : ils sont du moins les seuls 
dans lesquels on puisse apercevoir d'une manière bien claire que Roberval 
a exactement appliqué le principe dont il était pourtant l'inventeur. Dans 
tous les autres cas , il paraît confondre les vitesses composantes du mobile , 
suivant deux directions, avec les projections de la vitesse totale sur ces direc-» 
tions; et ce n'est que par une sorte d'accident géométrique , si nettement 
mis en lumière par M. Duhamel dans son Cour3 de Géométrie infinitésimale 
à la Sorbonne , que cette confusion n'entraîne aucune inexactitude dans la 
construction définitive des tangentes aux courbes qu'il considère. Il arrive , 
en effet , pour toutes ces courbes , que les vitesses composantes du point 
décrivant sont égales, et, dans ce cas, la direction du mouvement résultant 
n'est pas changée par la substitution erronée des projections de la vitesse 
totale aux vitesses composantes elles-mêmes. 

Rapportons , afin de légitimer ces assertions , la construction de la tan- 
gente il l'hyperbole donnée par Roberval à la page 82 de l'ouvrage indiqué : 
k et^ étant les foyers de la courbe et fie point qui décrit F hyperbole y 

en quekjuc lieu que se prenne le point f, il a 
deux mouvements : Pun par lequel il s'éloigne 
de k le long de la ligne AL , f autre par lequel 
il s* éloigne de "^ le long de la ligne BD. Puis 
donc qu'il s'éloigne également de A et de B et 
que les deux directions sont fh^ /D, ayant fait 
un rhombe duquel P angle soit DfL , c'est à sa- 
voir ayant divisé l'angle DfL en deux parties égales,,,, la bissectrice de 
l'angle D/X sera la tangente cherchée. 

Mais, comment Roberval aperçoit-il l'égalité des vitesses composantes 
suivant A/, B/'? Très- probablement en confondant les chemins élémen- 
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taires qui correspondent à ces vitesses composantes , avec les projections 
fPi /7> sur. leurs directions, du chemin élémentaire ff décrit dans le 

mouvement réel. Car si l'on voulait démontrer 
rigoureusement l'égalité des vitesses compo- 
santes fp\ fq\ il faudrait , en s'appuyant sur 
la propriété Jî? = /7 , qui résulte de la défini- 
tion de la courbe , établir d'abord que la di^ 
rection-limite de l'élément de chemin ff\ par- 
couru par le point décrivant, divise l'angle 
A/B en deux parties égales ; ce qui rendrait ensuite inutile la composition 
des vitesses. La direction de la tangente aurait donc servi à déterminer le 
rapport des vitesses composantes , tandis que le contraire aurait dû avoir lieu. 

§ m. — Des tangentes aux courbes décrites par les différents points 
d'une figure plane donnée qui se meut dans son plan. 

33. Définition générale des roulettes, — Méthode de Descartes pour 
la description des tangentes à ces courbes, — Expression de P élément 
rectiligne ou superficiel de la courbe qui résulte de f emploi de cette mé- 
iJiode, — La méthode dont nous allons nous occuper a été imaginée par 
Descartes à l'occasion du problème des tangentes à la cycloïde. 

Supposons qu'une courbe plane (C), entraînant dans son mouvement 
un point m qui lui est lié d'une manière invariable , roule sur une courbe 
fixe (C) située dans le même plan ; dans ce mouvement le point m engendre 
une ligne appelée roulette ; et la ligne fixe (C) est appelée la base de la 
roulette : cela posé, il s'agit de construire la tangente en un point quel- 
conque de la roulette. 

A cet effet, substituons avec Descartes, aux deux courbes (C) et (C) 
deux polygones (P) et (P') équilàtéraux et d'un nombre trè&<îonsidérable 
de côtés ; la longueur commune des côtés étant la même pour les deux 
polygones et d'ailleurs infiniment petite. Soient abc, . Jikl, a'b'c', . Ji'kU* 
ces deux polygones que nous supposerons actuellement en contact suivant 

les côtés «/, a'I' , et soit en outre m la position cor- 
respondante du point décrivant , invariablement lié 
au polygone a'b'c', . ,h'h'r. Le mouvement du poly- 
gone mobile (P'), qui a amené le côté l'a' en contact 
avec /«, continuant , aura pour effet d'amener le côté 
suivant a'b' en contact avec son égal ab , en faisant 
tourner la figure (P') tout entière autour du point a 

( ou a') d'un angle égal kbab'. Le mouvement élémentaire de la figure ( P' ), 
dans son passage de la position actuelle à la position suivante , n'est donc 
qu'un mouvement de rotation de toute cette figure autour du point a , 
extrémité commune des éléments la, Va' actuellement en contact. Le 
point m participe en particulier à ce mouvement et décrit le petit arc de 
cercle mm' ayant pour centre le point a, L^ tangente à la courbe décrite par 
le point m est donc perpendiculaire à la droite qui le réunit au point a. 
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La même construction ayant lieu quelque petits que sciait les côtés 
des deux polygones que nous avons substitués aux lignes (G) et (C), aura 
lieu aussi à la limite , c'est-à-dire quand on considérera le roulement de 
la courbe (C) elle-même sur la courbe (C). Donc la normale en un point 
qaelconqtœ {Viuiè roulette aboutit > à chaque instant , au point de contact 
correspondant de la ligne mobile sur la ligne fixe, 

Scolie /. — Les méthodes modernes pour la description des tangentes 
se séparent surtout en ceci de la méthode des géomètres anciens : que les 
premières conduisent toujours à l'expression , plus ou moins simple et 
plus ou moins utile d'ailleurs , de Tare élémentaire de la courbe dont on 
sait construire la tangente ; tandis que la marche même suivie par les an- 
ciens les écartait nécessairement d'un pareil résultat qui, tout secon- 
daire qu'il soit dans le problème actuel, a cependant en lui-même une 
grande importance. 

Or la méthode précédente est précisément Tune de celles qui condui- 
sent à l'expression la plus utile de l'arc élémentaire de la c>ourbe. 

Désignons, en effet, par s et e' les angles de contingence en a et a' des 
deux polygones (P) et (P') qui ont été substitués aux courbes (C) et (C). 

g = bat, e' = b' a t (at ou a* t étant le prolongement commun de /a et 

de l'a'). L'angle de rotation bab'esi égal à la valeur absolue de l'expres- 
sion c di e', le signe + ou le signe — ayant lieu suivant que la ligne mo- 
bile roule sur la convexité ou sur la concavité de la courbe fixe; et 

comme l'angle m a m' est égal à ha)?', on a d'abord, en désignant par r la 
distance am , 

arc/wm'= dz r(6 d= s'), 

d'où, en divisant par £d) = a'b', 

dxcmm 



ab 



' = ^'{ib^ib) 



s 6 

Et de là , en passant aux limites et observant que -y et —rp ont pour li- 
mites - et -, (p et p' désignant les rayons de courbure en a de la courbe 

P P 
mobile et de la courbe fixe) , on a , en appelant ds et d(T les différentielles 

correspondantes des arcs de la courbe mobile et de la roulette, 

Scolie 77, — La même méthode fournit encore l'expression de l'aire 
élémentaire de la roulette, cette aire étant l'espace compris entre l'arc 
mm' de la roulette , l'arc correspondant ab de la courbe fixe et les droites 
am , bm'. 

Car cette aire se compose : i° du secteur circulaire amm' qui a pour 
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expression ± - r*(6 drs'); a** du secteur ni'ab^ qui n'est autre chose que 

le secteur ma'b' transporté dans une position infiniment voisine. Donc, 
en désignant par ^A , d\ , ds les différentielles correspondantes de l'aire 
de la roulette , du secteur ayant pour sommet le point décrivant et pour 
base l'arc enroulé de la courbe mobile , et de l'arc enroulé de la courbe 
fixe , on aura 

(II) ri A = ^ > rh i r^ ( 1 ± i V/^ , 

le signe i qui est d|^^ant le dernier terme du second membre ayant 
pour objet de rendre ce terme additif dans tous les cas. 

'^."Tkéo^edes centres instantanés de rotation, — Le mouvement 
d'un^-figum.jlJane, de forme et de grandeur invariables, qui se déplaôe 
ëaiïs»âdn-pla&n, et plus généralement le mouvement d'un corps solide au- 
tour d'un point fixe , ont été étudiés par plusieurs géomètres , et notam- 
ment par Èuler et par MM. Poinsot et Ghasles. Leurs travaux ont produit 
ce qu'on appelle aujourd'hui la théorie des «entres et axes instantanés de 
rotation , dont nous allons exposer les principes. 

TuÉORÈME \, — Le moui>ement élémentaire cPune figure plane de 
forme et de grandeur invariables, qui se déplace dans son plan, est tou- 
Jours un mouvement infiniment petit de rotation autour d'un certain point 
fixe du plan. 

Le mouvement élémentaire de la figure est à chaque instant le mouve- 
ment infiniment petit par lequel cette figure passe de sa position actuelle 
à la position infiniment voisine qu'elle occupera dans l'instant suivant. 

Démonstration, — Soient / et /' les positions occupées par la figure 

mobile F à deux époqaes quelconques de son mouvement, /w/i, m'n' 
les deux positions occupées , dans / et /', par une même droite MN de la 
figure F; et « le pointd'intersection des droites mn^ m'n', 

1°. Considérons le point a comme un point de la figure mobile F dans sa 
première position /. Quand F passe de / en /', la droite MN passe elle- 
même de mn en m' n', et le point a de mn vient quelque part en a^ sur 



m' n'. 



2**. Si , au contraire , nous considérons le point a comme un point de la 

figure mobile F dans sa position /', nous ver- 
rons que F revenant de /' en /, la droite MN 
revient elle-même de m' n' en /««, et que le 
point a de m' n' revient quelque part en a^ 
sur mn. 

On voit donc , d'après la définition des points 
^0 ^^ ^\ î ^^® ^21^ ^6 passage de la figure mo- 
bile de la position /à la position/', les points a^ 
et a de mn viennent respectivement coïncider avec les points a et a, 

de m'n' ; et comme dans ce mouvement la figure reste invariable de forme 
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ot de grandeur , on a l'égalité 



n^a = an^ . 



Donc, si l'on mène par les milieux de «„«, aa^ des perpendiculaires 
respectives à ces droites , lesquelles se coupent en o, le point o sera le 
centre d'un cercle passant par «^ , a et «, , et l'angle a^ oa sera égal à 
l'angle aoa^. Il résulte de là que l'on peut amener la droite A^A de la 
ligne F de la position a^a 'à celle de aa^, et par suite la figure F elle- 
même de la position /à la position/', par une rotation de toute la fi- 
gure / autour du centre o ; l'angle décrit dans cette rotation étant a^ oa. 
Donc 

Si Pon considère un déplacement fini quelconque d^une figure dans son 
plan y on peut toujours amener cette figure de la première position à la 
dernière, en faisant tourner cette figure , prise dans la première posi- 
tion, d'un angle déterminé autour d^ un point convenablement choisi dans 
son plan. 

Dans cette substitution on n'a d'ailleurs égard qu'aux positions ex- 
trêmes et nullement aux positions intermédiaires de la figure mobile, qui 
ne sont pas reproduites, en général, dans le mouvement de rotation dont 
nous parlons. Le théorème précédent ayant lieu pour un mouvement fini 
quelconque de la figure F, aura encore lieu pour le mouvement élémen- 
taire qui amène cette figure de la position / à la position suivante f'\ mais 
alors toute restriction au sujet des positions de la figure mobile , inter- 
médiaires à / et à /', disparaît , et l'on trouve le théorème énoncé. 

jyéfinition. — Le centre autour duquel s'effectue la rotation infiniment 
petite qui constitue, d'après ce qui précède, le mouvement élémentaire 
de la figure, reçoit le nom de centre instantané de rotation. 

Théorème II. — Une figure F étant animée dans son plan (fun nfou- 
\>cment continu quelconque , ce mouvement pourra toujours être produit 
par le roidement sur une ligne fixe (o), d'une ligne (w), invariablement 
liée à la figure F, et r entraînant dans son mouvement. 

Démonstration. — Décomposons , en effet , le mouvement fini de la 
figure F dans ses mouvements élémentaires successifs qui sont, comme 
nous l'avons vu , des mouvements de rotation mesurés par des angles in- 
finiment petits r, r', r",. . . , s'effectiaant autour des centres instantanés 
successifs o , o', o", . . . Ces points se succèdent d'une manière continue , si 
le mouvement de la figure est lui-même continu , ce que nous supposons 
essentiellement , et forment une ligne polygonale à côtés infiniment petits 
qui se transformera à la limite en une courbe [o). 

Or, considérons cette Hgne' polygonale oo'o"..., et désignons par 
c\ c", c"'j . . . , ses angles de contingence en o', o", o"\ . . . Par le point o , 
?iutour duquel s'effectue la rotation initiale de la figure, menons une ligne 
polygonale o w' w" &/". . . , ou woi' &>"&>'"..., dont les côtés successifs wo>', 
w'fij", &)"&>'", . . . , soient respectivement égaux aux côtés oo\ o'o", o"o''\ . . . , 
et telle, en outre , 
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I** Que ww' ou ow fasse avec 00' un angle égal au premier angle de ro- 
tation r\ 

a** Que les angles de contingence 7', 7", 7'", . . . , en w', w", w'", . . . , soient 
définis par les équations 

r' = c' -I- 7', 
^' = ^"-1-7". 

* • 

Enfin regardons la ligne «»'«*. . . , ainsi définie, comme invariablement 

liée à la figure F , nous allons constater facilement 
que le mouvement de la figure F produira le rou- 
lement de la ligne ww'«". . . sur la ligne 00' o". . . . 
En effet , dans ses déplacements successifs , 
1°. La figure F tourne d'abord autour du point o 
d'un angle égal à r; cette rotation amène donc ww' 
sur son égale oo\ le point w' venant en o' ; l'angle 
que fait alors w'w" venue en w^w'J avec o'o" est égal 
à la somme ^'+7' des angles de contingence en 
o', w', c'est-à-dire est égala /; 
2°. La figure F tourne ensuite autour du point o* 
( ou w', ) d'un angle égal à / ; cette rotation amène donc w', ^ sur son 
égale o' o", le point &>*[ venant en o", et l'angle que fait alors w'w'", venue 
en w'J «7 > avec o^cT est égal à la somme c" -f- 7" des angles de contingence 
en o" et w", c'est-à-dire égal à /^; 

3°. La figure F tournant ensuite autour de o" (ou w") d'un angle égal à 
/^', cette rotation amènera encore le côté w^ w? sur son égal o" o"', et ainsi 
de suite. 

On voit donc que si Ton passe à la limite et que l'on désigne par (o) 
et ( w) les courbes limites des polygones oo^'o". . . , ww' w". . . , fe momement 
considéré de la figure ¥ produit le roulement, sur la courbe (o), de la 
ligne (w) invariablement liée à la figure F. Donc, réciproquement^ le 
mouvement considéré de la figure F peut être produit par le roulement 
sur une ligne fixe (o), d^une ligne (w) invariablement liée à la figure F 
et V entraînant dans son mouvement, c. Q. F. d. 

Remarque, — hd mouvement de la figure F étant connu, on peut, 
comme nous le verrons , déterminer à chaque instant la position du cen- 
tre instantané de rotation , et déterminer ptr suite , sur le plan immobile 
dans lequel se déplace la figure F, la courbe (o) , lieu des centres instan- 
tanés de rotation. Quant à la détermination de la ligne (w) par rapport 
à la figure F à laquelle elle est invariablement liée, voici, d'après 
M. Chasles , la manière d'y parvenir : Regardant la figure F comme située 
dans un plan mobile, distinct du plan immobile de la ligne (o), et sim- 
plement superposé à celui-ci , on imaginera à chaque instant que le cen- 
tre actuel de rotation [considéré comme appartenant spécialement au 
plan immobile de la ligne (»)] imprime sa trace sur le plan de la figure 
mobile; le lieu de ces traces sera la courbe cherchée (w ). 
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Scolie, — Les théorèmes précédents et leurs démonstrations s'appli- 
quent, sans aucune modification, au mouvement d'une figure sphérique 
quelconque qui se déplacerait sans sortir de la sphère où elle est tracée : 
les nouveaux théorèmes qui en résultent servant de base, comme on 
sait, à rétude du mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe. 

35. Usages de la théorie précédente dans le problème des tangentes. 
— Examen des trois cas qui peuvent se présenter, — Applications, — 
La théorie des tangentes et celles des courbes enveloppes, se prêtant ici 
un mutuel appui , nous indiquerons simultanément , et par anticipation sur 
le chapitre suivant, les applications de la théorie précédente aux deux 
problèmes des tangentes et des courbes enveloppes. 

Qu'une figure F, de forme et de grandeur invariables , se meuve dans 
son plan et que l'on considère les courbes décrites dans ce mouvement par 
plusieurs points M, M', M", . . . , de cette figure. Soient/;?, m\ aw", . . . , les posi- 
tions correspondantes ^<&è points décrivants, aune époque quelconque du 
mouvement. Le mouvement élémentaire suivant de la figure sera un mou- 
vement infiniment petit de rotation autour d'un centre ô, en vertu duquel 
les points w, m\ m"^ . . . , décriront de petits arcs de cercle ayant pour centre 
commun le point o ; donc , 

I**. Les normales aux courbes décrites par les différents points de la fi- 
gure mobile y menées en des points correspondants de ces courbes, vont 
toutes concourir en un même point o, qui est le centre instantané de rota- 
tion correspondant à la position considérée de la figure mobile. 

Dans ce même mouvement , la droite qui joint deux points quelconques 
de la figure mobile, demeure dans son déplacement infiniment petit, à la 
même distance du centre... o ; elle demeure donc tangente à un cercle ayant 
pour centre le point o , et , par suite , le point où cette drt>ite touche son 
enveloppe est le pied de la perpendiculaire abaissée du point o sur cette 
droite ; donc , 

2°. Les normales aux courbes enveloppées par les diverses droites de la 
figure mobile, menées en r/p5 />>o//i/^ correspondants de ces courbes, vont 
toutes concourir en un même point o, centre instantané de rotation. 

Corollaire. — Il résulte de ces deux propositions que si, dans le mou- 
vement d'une figure donnée, on connaît à cJiaque instant : 

1. Soit le mouvement de deux points de cette figure, c'est-à-dire les nor- 
males aux lignes que décrivent ces points ; 

2. Soit le mouvement d'un seul point de la figure et le point où une droite 
de cette figure touche son enveloppe ; 

3. Soit enfin les points où deux droites de la figure touchent leurs en- 
veloppes respectives ; 

On pourra, pour chaque position de la figure mobile, déterminer le centre 
instantané de rotation qui sera fourni par l'intersection de deux droites 
connues; et ce point une fois déterminé, on sera en état de construire les 
tangentes aux lignes décrites par tous les autres points de la figure mo- 
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bile, ainsi que les points où les différentes droites de cette figure touchent 
leurs enveloppes respectives. 

APPLICATIONS. 

i'. Considérons, en premier lieu, le mouvement d'une droite AB, de 

longueur constante , dont les extrémités A et B glis- 
sent sur deux- axes rectangulaires Co;, Cj; on voit, 
soit d'après la théorie précédente , soit par des con- 
sidérations géométriques directes : i° que l'ellipse 
amb^ décrite par un point quelconque /w de la droite 
AB, n'est autre chose qu'une épicycloïde raccourcie 
(ou allongée), engendrée par un point m invariable^ 
ment lié à la circonférence oACB qui roule intérieure- 
ment sur la circonférence œoj de rayon double ; et ce résultat nous sera 
utile dans la suite ; 2° que la ligne enveloppe de la droite mobile AB est 
une épicycloïde engendrée par le point t de la circonférence otc roulant 
intérieurement sur la circonférence xoy de rayon quadruple. 

2'. Si l'on considère , en second lieu , la courbe décrite par l'extrémité B 
d'une droite AB , de longueur constante , qui tourne autour d'un point fixe 
ou qui demeure tangente à une courbe donnée , et dont la seconde extré- 
mité décrit une ligne directrice donnée , on rentrera dans le second des 
cas énumérés plus haut ; et l'on parviendra facilement à la construction 
connue de la tangente à la conchoïde décrite par le point B. 

3'. Si l'on considère enfin le mouvement d'un triangle donné ABC, dont 
deux côtés 6 et c demeurent tangents à deux circonférences fixes de rayon 
p et 7, on établit facilement que le troisième côté a demeure tangent à 
une troisième circonférence déterminée, de rayon a; et que l'on a cette re- 
lation 

/7.a-|-^.p + c.7= ^S, 

S désignant la surface du triangle mobile. [Nouvelles Annales de MéUhé- 
w«rt<7f^^^, i853 , page 68. ) 

§ rV. — DÉFINITION DE LA TANGENTE d'APRÈS LES GÉOMÈTRES MODERNES. — 

Applications. 

36. Solutions du problème des tangentes diaprés Descartes y Fermât et 
Barmw. — Dernière définition de la tangente, 

I . Dans sa seconde solution du problème des tangentes, Descartes ima- 
gine qu'une sécante tourne autour d'un point fixe pris sur le plan de la 
courbe, de manière que les deux extrémités de l'une des cordes qu'elle 
détermine dans la courbe se rapprochant de plus en plus l'une de l'autre , 
viennent enfin se confondre : à cet instant , la droite mobile est tangente 
à la courbe , et Descartes détermine son équation d'après cette conditicm 

que l'équation 

f(j:,ajr-^b) = 0, 

dont les racines représentent les abscisses des points communs à la courbe 
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y(^, j) = o, et à la tangente cherchée y — ax-\-b^ ait deux racines 
égales. Cette condition s'exprime par une relation entre « et ^ , et cette 
relation , jointe à telle condition de description qu'on voudra imposer à la 
tangente cherchée, permet de la déterminer complètement. 

Il résulte immédiatement de cette règle analytique que la solution de 
Descartes n'est actuellement applicable qu'aux courbes algébriques. Elle 
exige en effet que l'on puisse exprimer l'égalité de deux des racines de 
l'équation 

/(,r, ax -|- ^) =r G, 

ce qu'on ne sait faire encore que dans le cas où cette équation , et par suite 
l'équation de la courbe /(,r, 7) = o, est algébrique. La solution de Des- 
cartes, comparée à la solution actuelle par l'emploi des dérivées, présente 
donc une infériorité notable. Elle a toutefois ses avantages propres déri- 
vant du principe analytique qui lui sert de base ; ils n'ont pas été signalés , 
que je sache , et consistent en ce que la détermination de la tangente à 
une première courbe peut conduire à la construction des tangentes de 
plusieurs autres courbes. Pour citer un exemple à l'appui de cette asser- 
tion , considérons les deux équations 

( I ) mx -h nr = /?, 

( 2 ) «' n^.y^ -h {p'^ — a^ m^ ) jc' = «'(/?' — a^ m^ ). 

On sait, par la résolution préalable du problème des tangentes pour l'el- 
lipse, que si 07, / représentent des coordonnées rectilignes, la droite repré- 
sentée pài* la première équation est tangente à l'ellipse que représente la 
seconde ; car l'équation qui résulte de l'élimination de y entre les deux 
proposées, admet deux racines égales. Or, ce fait analytique étant indépen- 
dant de la signification géométrique attribuée aux variables x et y^ subsis- 
tera encore si on les regarde, par exemple, comme représentant des coor- 
données bipolaires. Dès lors , les nouvelles courbes représentées dans le 
nouveau système par les mêmes équations ( i ) et (a) , auront encore deux 
points communs réunis en un seul , et auront par suite même tangente 
en ce point. Par suite , si l'on sait construire la tangente de l'une de ces 
courbes , on saura par cela même construire la tangente de l'autre. Or, 
dans le système actuel, l'équation (2) représente un cercle. On saura 
donc construire la tangente de la courbe à deux foyers que représente 
l'équation (i). On parvient en effet, en suivant cette voie, et par un 
calcul assez simple, à la construction déjà donnée à la page 5i. 

a. Fermât et Barrow employèrent , pour résoudre le problème des tan- 
gentes, un même principe et des procédés analytiques à peu près identi- 
ques. Ainsi , Fermât prend sur la tangente un point infiniment voisin du 
point de contact, et le regarde comme appartenant à la courbe. Cette sup- 
position , qui détermine géométriquement la tangente , en assignant im 
second point par lequel elj^ doit passer, lui permet d'arriver à l'expression 
de la sous- tangente par des procédés analytiques qui sont précisément ceux 
du calcul différentiel. 
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La manière de Barrow, quoique revenant pour le fond à celle de Fer- 
mât , paraît plus lumineuse : il considère le "triangle formé par une corde 
infiniment petite et par les parallèles aux axes des x et des y menés par 
les extrémités de cette corde ; et il regarde ce triangle comme semblable à 
celui que la tangente et l'ordonnée déterminent sur Taxe des x. Cette simi- 
litude lui fournit, pour le rapport de la sous-tangente à l'ordonnée, une 
expression dont il calcule la valeur par des procédés analogues à ceux de 
Fermât. 

On voit que, pour ces deux géomètres, la tangente a deux points com- 
muns avec la courbe; ces points sont infiniment voisins l'un de l'autre, 
mais ils ne cent pas actuellement confondus en un seul , comme ils l'étaient 
dans la solution de Descartes. 

3. Ces modifications successives de la définition de la tangente ont enfin 
conduite la définition actuelle d'après X^s^^'^Ui tangente en un point dune 
courbe est la limite vers laquelle tend la direction d'une sécante que Von 
fait tourner autour de ce point, de manière qu'un second point d'inter' 
section de la sécante avec la courbe se rapproche indéfiniment du premier. 
Combinée avec les principes du calcul différentiel , elle conduit immédia- 
tement aux formules suivantes, les plus usitées : 

dy dM 

^^^^"^""Tx' .tanga=:/'— , 

sin i dr 
sin /' dr' 

La dernière suppose la courbe rapportée à un système de coordonnées 
bipolaires r et r', et donne la relation qui existe entre les angles / et /' 
que la normale fait avec les rayons vecteurs r et r'. 

Scolie. — La définition de la courbe fournit quelquefois, pour une sé- 
cante quelconque, une propriété géométrique simple qui conduit facile- 
ment alors à la propriété caractéristique de la tangente. 

Prenons pour exemple l'ellipse de 

-4; ^^t;?^ ^\P^ Z^ Cassini ; soient /,/' ses deux foyers 

\ / / "><r" ^\ \ y^ et mn une sécante quelconque : joi- 

^^-^f^ ^-^:^^ gnons fm , f'm ; fn , f'n. On a , d'à- 

près la définition de la courbe, 

fm. fm = fn. f n, ou '-tt- = TP-' 

Si donc on construit les bissectrices des angles intérieur et extérieur en 
/et en/', à savoir/^ et/c,/^' et/V, on aura 

cm __ c'n 
en ~ c' m 
d'où 

/ I ) c/w = c' n. 

Or cette propriété d'une sécante quelconque conduit très-simplement à 
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la construction de la tangente. Car si l'on suppose que le point n se rap- 
proche indéfiniment du point m , les bissectrices intérieures fb , /' b', 
tendront à se confondre respectivement avec les rayons vecteurs /w, /* /w ; 
les bissectrices extérieures , qui sont perpendiculaires aux premières, ten- 
dront à coïncider avec les droites je , /' c' perpendiculaires aux rayons 
fm,f'm ; et, par suite, l'égalité (i) prise à la limite exprime que la portion 
de la tangente en w, comprise entre les droites /c,/c', est divisée par le 
point de contact en deux parties égales. (Steiner , Journal de CreUe. ) 

APPLICATIONS. 

37. Construire la tangente à la courbe décrite par un point dont on 
connaît la loi des distances à plusieurs foyers. 
Soient 

et 

(2) a^dr^ -\- a^dr^-\- , , , = o, 

la relation donnée entre les distances du point mobile m à des points fixes 
ou foy ers /i ,/,,... situés dans le plan où il se déplace, et la relation qui en 
résulte entre les différentielles des coordonnées focales du point m. Soient 

mt et mn la tangente, et la normale cherchée ; mm' 
la corde qui joint le point m à un point voisin pris 
sur la courbe ; /wN la perpendiculaire à cette corde. 
Si l'on désigne en général par e' un infiniment petit 
du second ordre, et par Ar, , Ar, , . . . , les accroisse- 
ments (positifs ou négatifs) des coordonnées focales 
Tj , r, , . . . , dans le passage du point m au point voisin 
m' de la courbe, on sait qu'il existe entre ces accroissements la relation 

(3) flf, Arj + rij Ar, + ... + e'= o. 
On trouve facilement d'ailleurs les expressions 

Ar, = mm'^ sin N/;i/j -f- e? , 
Ar^ = mm', sin N/w/j -+- e] , 




qui fournissent, en grandeur et en signe, les valeurs de A r^ , A r, , . . . , pourvu 
que l'on regarde les sinus qui entrent dans ces expressions comme posi- 
tifs ou négatifs, suivant que les angles correspondants tombent à gauche 
ou à droite de la perpendiculaire /wN. Substituant ces valeurs dans la 

relation ( 3 ) et divisant, tous les termes par mm\ il vient 
{ 4 ) a, sin N mf -\- «, sin N /w/, + . . . -|- s = o. 

Or si Ton suppose maintenant que le point m' se rapproche indéfini- 
ment du point 7w, la perpendiculaire /wN à la corde mm' se rapprochera 
indéfiniment de la normale cherchée w/2, et en même temps s tendra 
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vers zéro , on aura donc , en passant à la limite, 

( 5 ) «, sin nmf^ -f- a^ sin nmf^ 4- . . . = o. 

Cette relation , dans laquelle a^^a^... sont des nombres connus, pouvant 
être positifs ou négatifs, conduit facilement à la construction de la normale. 
Car un terme quelconque du premier membre, ^, sin nwf^ , par exemple, re- 
présente , en grandeur et en signe , le moment par rapport à la normale 
mn d'un poids égal à la valeur absolue de «, , situé à une distance égale. 
à l'unité du point m , sur le rayon /w/, si a^ est positif, ou sur son pro- 
longement /, tw , si «1 est négatif. La relation (5) exprime donc que la 
soiame algébrique des moments, par rapport à la normale mn , de tous les 
poids flj, «3 ... situés comme nous venons de le dire, est égale à zéro; et 
par suite, que la normale nm passe par le centre de gravité de ces poids. 
On a donc cette construction : 

Joindre le point décrivant à chaque foyer tel que /^; sur la droite 
résultante, si le nombre «^ est positif, ou sur son prolongement s'il est 
négatif et à une même distance du point m , placer un poids égal à la 
valeur numérique de a^ ; chercher enfin le centre de gravité de ces poids 
et le joindre au point m par une droite qui est la normale cherchée. 
[Analyse des infiniment petits du marquis de l'Hôpital, prop. 10.) 

Observation, — Il est facile de voir que , dans la construction précé- 
dente , les signes des différents termes de la relation ( 5 ) sont reproduits 
avec fidélité par les signes des moments, par rapport à la normale, des 
poids correspondants. Considérons , en effet , les termes a, sin nmf et 
fl, sin nmf^. 

I**. Si les sinus sont de même signe, ainsi que les nombres «, et a^ 

les termes considérés auront le même signe dans 
la relation (5). Or les sinus ayant le même signe, 
les rayons mf, mf^ sont, d'après une observation 
faite plus haut, situés du même côté de la normale 
mn-^ et, les nombres «, , «, ayant le même signe, 
les poids a^ , a^ sont, d'après la construction, si- 
tués tous deux sur les rayons mf , mf eux-mêmes 
(si flj et flj sont positifs), ou tous deux sur leurs 
prolongements /i/w,/j/w (si «, et a^ sont négatifs). Les poids «,, «, sont 
donc, dans tous les cas, situés du même côté de la normale mn^ et leurs 
moments sont de même signe, iainsi que les termes correspondants de la 
relation (5). 

a**. De même , si les sinus sont de signes contraires et les nombres a^ , a 

de même signe , les termes considérés seront de signes 
contraires dans la relation (5). Or, les sinus étant de 
signes contraires, les; rayons /w/,, mf sont situés de 
part et d'autre de la normale /ww; et les nombres 
a, , flj étant de même signe , les poids «, , «, sont si- 
tués en même temps sur les rayons eux-mêmes , ou 
sur leurs prolongements. Ces poids sont donc, dans 

5 
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tous les cas, situés de part et d'autre de la normale mn^ et leurs mo- 
ments , par rapport à cette droite , sont de signes contraires , ainsi que 
les termes correspondants de la relation (5); etc., etc. 

Corollaire I. — I^ construction précédente est encore applicable au 
cas où le mouvement du point décrivant m est défini par la relation qui 
existe entre les distances de ce point à plusieurs courbes fixes Q, C,..., 
ces distances étant comptées sur les normales à ces courbes menées par 
le point m. On démontre aisément, en effet, que la tangente en m au lieu 
considéré est la même que la tangente à la courbe auxiliaire que décrirait 
un second mobile partant du point m et se mouvant d'après cette condition , 
qu'entre les dislances de ce point aux pieds actuels des normales abaissées 
du point m sur les courbes données, considérés comme des points fixes, 
il existe une relation identique à la première relation donnée. 

Corollaire 11. — La construction de la tangente d'un lieu géométrique 
déterminé, dont l'espèce est encore inconnue, permet quelquefois de dé- 
couvrir la nature de ce lieu. Ce résultat est d'ailleurs un accident géomé- 
trique heureux, ne se produisant guère que dans le cas où la courbe 
inconnue est une circonférence. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse 
de construire la tangente à la courbe , lieu des points m , tels que la 
somme des carrés des tangentes menées de cluicun d'eux à n circonfé- 
rences situées dans le même plan , ait une valeur constante. Si l'on dé- 
signe par r, , r^, . . . , r^ les distances de l'un des points du lieu /w, aux 
centres r, , c, , . . . , c^ des circonférences données , on aura , entre ces 
distances et leurs différentielles, le^ relations 

«î -+- /'a + . . . -I- ri —. constante 
et 

r, . r/r, -f r^ . dr.^ + ••• + '*„ » d^n = <>-' 

On devra donc , pour construire la normale, joindre le point m au centre 

,., . de gravité des poids r, , r, , . . . , r„ appliqués à la 

>^ même distance du point m sur les droites /wc, , 

\^. mc^ ? • • • , wc„. Or, le moment, par rapport à une 

''s\c droite quelconque issue du point /w, du poids r^ 

l / ' est égal au moment par rapport à la même droite 

V d'un poids auxiliaire éeal à l'unité et qui serait 

c . * 

* placé en c^ (on suppose wr, = mr^ = . . . = i). H 

en résulte que le centre de gravité G des poids r, , r^,. . . ,r„ et le centre 
de gravité g des centres c, , r^ , . . . , r,, considérés conmie des points maté- 
riels égaux, sont situés sur une même droite passant par le point //i. 
Donc la normale à la courbe décrite par le point m passe à chaque instant 
par le centre des moyennes distances des points Cj , c, , . . . , c„ , centres 
des circonférences données. La courbe décrite par le point m est donc 
une circonférence, et le centre de cette circonférence se trouve en même 
temps déterminé. 

Rcmartiue. — Le problème général que nous venons de résoudre fut 
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proposé par de Tschirnhausen [Medicinœ mentis pai^s secunda p nA\ 
et généralisé par Fatio de Duillier, qui rectifia en mênie temps la 'solulidn 
erronée du premier [Biblhth, unw. et /list., t. V, 1687, P- '25). 

a. Soit un polygone funiculaire plan ABGD. . . reliant des points ma- 
tériels de masses respectives a,b,c,d,,.., placés aux sommets suc- 
cessijs du polygone. Le dernier sommet du polygone se meut sous Vin- 
Jluence dune certaine force et entraîne dans son mouvement le polY<rone 
tout entier. Cela posé, on demande, pour chaque position du polygone 
mobde, les tangentes au^ courbes décrites par ses différents sommets. 
Solution. - Soient ABCD..., abcd,.. deux positions infiniment voisines 

du polygone mobile, et Aa, M, "Cr,... les 
chemins élémentaires décrits par ses diffé- 
rents sommets dans le passage de la pre- 
mière à la deuxième position ; le chemin Xa 
en particulier étant évidemment dirigé sui- 
vant AB. Par chacun des sommets a, b,c,...^ 
menons les droites ap, by, c^, . . . , égalWet 
parallèles à AB, BC, CD, . . . , et égales par 
suite, à ab, bc, cr/, ... ; et joignons bp, cy, 
r/(î,..., qui iront rencontrer, sous des an- 
gles infinimerit peu différents d'un angle 
droit, les prolongements des côtés AB, BC, 
CD,.... Nous désignerons par B, G, D, E,... les angles du polygone ABGDE...- 

par flf, d' les angles aigus que forme le chemin élémentaire D</, avec les 

côtés adjacents DC (pour 2) et DE (pour d^) , et de même en chacun des 
autres sommets. 

Tout cela posé, si nous désignons d'abord par/(fl), /(^), /(c), ... les 
forces (provenant, par l'intermédiaire des côtés du polygone, de la force 
qui sollicite le dernier sommet) qui font décrire aux masses «, b, c, d .„ 
les chemins élémentaires Aa, B/;, Gc,... dans l.e même temps©, nous aurons 
cette première série d'égalités 




(0 



a.Aa b.hb c.Cc d,Dd 



• • • • 



(Car si l'ondésignait par^^^j,^^,^, . . . , les accélérations dues aux forces f(a), 
/( ^ ),..., on aurait d'abord 



f(a)=:a.g^^^ et \a 






d'où l'on déduirait 






Désirons en second lieu par ¥ [A), F(B), F(G), F(D)^... les forces agis- 
sant suivant AB, BG, GD, DE. . . . On voit immédiatement que F (A) =f(a); 

5. 



68 DES MÉTHODES EN GÉOMÉTRIE. 

que F ( B ) a pour composantes F (A) eif(b); que F ( C ) a pour composantes 
F(B) et/(c), et ainsi de suite; on aura donc, en employant la notation 
indiquée plus haut , les relations suivantes , qui ont lieu en chacun des 
sommets A, B, C, D,...., 

(A) F(A) =/(«); 

F(A)^/(^)^F(B). 
sinb' sinB sin^ ' 

F(B)_/(r)^F(C). 
sine' sinC sine ' 

sind' sinD sind^ 



(B) 
(») { (C) 

(D) 



En //T>w/<?/w^//^w, les triangles infinitésimaux B^p, Cry, D^/^, ..., dans 
lesquels les côtés bp^cj^dS^ ,.., font avec les lignes AB, BC, CD, . . . , 
des angles infiniment peu dififêrents d'un angle droit, nous fournissent les 
relations suivantes : 

I**. Le triangle B^p : 

BB A^ _ sinB/>>p _ cosAB^ _ cos ^ 

Bî ^" B^~sin^f5B"" i ~"T~' 



2°. Le triangle Ccy 



C7 B^_ sinCcY _ cosBC c_ 



cosr 



Ce Ce cos(B6, BC) cos^^BC cosft" 

et ainsi de suite ; et en réunissant toutes ces formules, on a 

Art cos6 



(3) 



I. 



a. 



3. 



Bb ~ 


1 ' 


Bb 


COSr 

• 

cos^" 


Ce 


cosri 


J>d- 


co&c" 

• ••••• 



Le problème est actuellement résolu, car il ne reste plus qu'à combiner 

les relations (i), (a)et (3), pour obtenir les directions Bb, Cr, Drf, On 

trouve ainsi les formules cherchées : 

sine' ^ . n 

I . T = T sm B ; 

cos6 b ' 



3. 



sine' b sinb 


sinC 


cosc ~~ c cosb' 


SinB' 


sinrf' e sine 


sinD 


cos^ ~ dcose' 


^inC 
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Remarque, — On trouve dans V Analyse des infiniment petits du mar- 
quis de l'Hôpital (section a, prop. 16), une solution de ce problème, moins 
générale que la précédente. > 

CHAPITRE II. 

Set courbes enveloppei. 

§ I. — Solution du problème général. 

38. Enoncé du problème général, — Application de la méthode par 
les solides auxiliaires , à la rechercJie de Inéquation de la courbe enve^ 
loppe. 

Problème général. — Soit donnée une famille de courbes, renfermant 
une infinité de lignes qui se succèdent d'une manière continue dans le 
même plan. Regardant l'une de ces lignes L comme fixe, considérons une 
ligne U très-voisine de la première; elle coupera en général celle-ci en 
des points qui tendront vef s certains points-limites déterminés, à mesure 
que la ligne L' se rapprochera de plus en plus de la ligne fixe L , en coïn- 
cidant successivement avec chacune des lignes intermédiaires. Cela posé, 
on propose : 1° de trouver les points-limites dont il s'agit , pour l'une 
quelconque des courbes considérées ; 2° de trouver le lieu géométrique 
formé par les points-limites de toutes ces courbes , ou \ enveloppe de ces 
courbes. 

Solution, — Soit l'équation 

(i) /(-^^ .r, ^) = o, 

dans laquelle c représente un paramètre arbitraire qui, en variant d'une 
manière continue dans l'équation (i), donne naissance à une série de 
courbes se succédant d'une manière continue. Attribuons au paramètre c 
une signification géométrique ; regardons-le comme exprimant la troisième 
coordonnée z , d'un point de la surface représentée par l'équation 

Les courbes considérées (i) seront alors les projections, sur le plan 
desxjr, des diverses sections de la surface (a), parallèles à ce plan. 

Dès lors , si deux de ces courbes , correspondant aux valeurs c et c 4- A c 
du paramètre , se coupent en un point m^ , la parallèle à l'axe des z menée 
par ce point coupera la surface en deux points M^ et M'^ située dans les 
plans z = cetz = c-f-Ac; la distance de ces points étant très-petite , 
si Ac est lui-même très-petit. 

Si donc on suppose que ^c tende vers zéro, le point m^ se rappro- 
chera de plus en plus de l'un des points m de la courbe enveloppe, et la 
parallèle à l'axe des z , menée par le point variable m^ , tendra de plus en 
plus à devenir tangente à la surface (a). 

Il en résulte immédiatement que l'enveloppe cherchée n'est autre chos« 
que la trace, sur le plan des xj, du cylindre circonscrit à la surfac 
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parallèlement à Taxe des z. On en conclut , d'après la forme connue de 
l'équation du plan tangent , que l'équation de la courbe enveloppe sera 
fournie par l'élimination de z entre les deux équations 

/(x,r,3)=o, 'i=û^==o, 

OU encore par l'élimination de c entre celles-ci : 

(3) /(x,r,c)=o, • ^1^, =o.. 

D'ailleurs, les coordonnées du point de l'enveloppe situé sur l'une des 
courbes proposées s'obtiendraient en remplaçant dans les équations (3) 
c par la valeur particulière qui caractérise cette courbe , et les résolvant 
par rapport à or et à >-. 

Remarque /. — - La solution précédente dépend, comme oii le voit, de 
la méthode par les solides auxiliaires. Elle préisente l'avantage de mettre 
très-simplement en lumière cette importante propriété, d'après laquelle 
la courbe enveloppe d'une série de lignes est tangente à chacune d'elles. 

Soit en effet m un point conunun à l'enveloppe et à celle des lignes 
donnée^, amb , qui correspond à la valeur c, du paramètre. Menons par 
le point m une parallèle à l'axe des z qui touche la surface en M ; par le 
point M menons le plan z = Cj , qui coupe la surface (a) suivant la courbe 
AMB dont la projection sur le plan xy est la ligne amb, 

La tangente en M à la première est située dans le plan tangent en M, 
lequel est parallèle à l'axe des z. La projection de cette tangente , c'est- 
à-dire la tangente en /w à la ligne amb , serU donc la trace du plan tan- 
gent sur le plan xj, c'est-à-dire la tangente en m à la courbe enveloppe. 

Jieman/ue IL ■— Il peut arriver que l'enveloppe coïncide avec l'une des 
lignes enveloppées, c'est-à-dire que l'équation de l'enveloppe puisse se 
déduire de l'équation générale des enveloppées , en attribuant une valeur 
numérique convenable au paramètre c (*). C'est ce qui arrivera toutes les 
fois que la courbe de contact du cylindre parallèle à oz et circonscrit à 
la surface (2), sera plane et parallèle à ^/; et, dans ce cas, la combi- 
naison des deux équations du système (3) devra conduire à une valeur 
numérique de c , indépendante de x et de y, 

39. Em>eloppe (Pune Hgne de forme et de gramleur im>ariables qui se 
meut dans son plan. 

Théorème. — Le point où une ligne , de forme et de grandeur inva^ 
riables, se mouvant dans son plan suivant une loi déterminée, touche son 
enveloppe, est le pied de la normale à cette ligne, menée par le centre 
instantané de rotation correspondant à la position actuelle de la ligne 
mobile. 



( *) Calcul infinitésimal de M. Cournol, tome l , paçeSSo. 
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Démonstration, — Observons d'abord que si l^n a deux eoufbes 
amb^ a'mb^ infiniment voisines et se coupant, par suite, sous un angle 
infiniment petit en m , la distance eut' de deux points de ces courbes sera 
ou finie, ou ihfiniment petite du premier ordre, si les points a et a' sont 
situé» à des distances finies du point m ; la distance o^r' sera, au contraire, 
un infiniment petit du second ordre , si ces points sont situés à des dis- 
tances infiniment petites du point m. C'est ce que montre la considération 
du triangle rectiligne ama' : car, dans le premier cas, les côtés aw, a' m 
de ce triangle sont finis, et l- angle ama! est fini ou infiniment petit; et, 
dans le second cas , les côtés am , a' m âont infiniment petits , ainsi que 
l'angle ama\ 
Cela posé, du centre instantané de rotation o, correspondant à la posi- 
tion actuelle amb de la ligne mobile , menons la nor- 
male om à cette ligne. Le mouvement élémentaire de 
la ligne mobile , par lequel elle passe à la position 
infiniment voisine «, w, b^ , est un mouvement de ro- 
tation autour du point o par lequel le point m , en par- 
ticulier, décrit le petit arc ww, , ayant même tangente 
mt en m , que la ligne amb. Joignons om, qui ^ pro- 
longée^ coupe en t et en m' la tangente mt et la courbe amb. D'après le 
principe précédent, chacune des distances /w,f , tm' est un infiniment 
petit du deuxième ordre , et leur somme , c'est-à-dire la distancé w, w', 
est du même ordre : les points m,', m' sont donc, d'après le principe 
précédent , infiniment voisins du point d'intersection des deux lignes , 
anib^ a^m^b^. Il en est donc de même du point m\ ce qui veut dire que 
le point m est le point suivant lequel la ligne mobile touche son enve- 
loppe. 

Remarque, — Ce théorème trouve son application dans la théorie géo- 
métrique des engrenages. 

§ IL — Étude du problème dans le cas spécial ou les lignes dont 

ON cherche l'enveloppe sont des "LIGNES DROITES. 

40. i). Le problème ayant pour objet de déterminer l'enveloppe d'une 
série de droites se succédant d'une manière continue a été posé et résolu , 
pour la première fois , par Huyghens dans son Horologium oscillatorium , 
pour le cas le plus important oii les droites considérées sont les diverses 
normales d'une courbe donnée , l'enveloppe recevant , dans ce cas spécial , 
le nom de développée de la courbe. 

Dans la troisième partie de cet ouvrage , ayant pour titre De linearum 
curvarum evohitione et dimensionCy Huyghens construit successivement 
les développées de la cyloïde , de la parabole et des coniques à centre 
(propositions 5, 8, 10, pages 66, 69, 79); il établit ce théorème impor- 
tant que la développée d'une courbe géométrique est rectifiable ( prop. 1 1 , 
page 81 ) et applique cette théorie naissante à plusieurs problèmes étran- 
gers à notre sujet. 
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Djins l'exposition de ces belles découvertes , Huyghens adopte la mar- 
che synthétique des anciens : pour la cycloïde , par exemple , il démontre 
que si l'on construit une seconde courbe égale à la premi^ et ayant avec 
elle certaines relations de position , les tangentes de cette seconde cy- 
cloïde se trouveront normales à la première, dont elle est, par consé- 
quent, la développée. 

Plus tard , Newton généralisa l'élégant théorème d'Huyghens , en éta- 
blissant que la développée d'une épicycloïde est une seconde épicycloïde , 
semblable à la première. [Philosopkiœ naturalis principia,,,, prop. 5oJ) 

De Tschirnhausen ouvrit ensuite la voie à de nouvelles spéculations 
géométriques en considérant la courbe enveloppe d'une série de rayons 
lumineux réfléchis par une ligne dirimante, et correspondant à des rayons 
incidents parallèles [Acta Lipsiœ^ novemb. 1682). Ces nouvelles courbes 
reçurent le nom de caustiques 'par réflexion , et furent étudiées par 
Delahire, Leibnitz (ActaL,^ janv. 1689), et Jean Bernoulli (janv. 169a). 
Enfin, Jean Bernoulli, considérant les caustiques par réfraction, donna la 
construction géométrique du point où chaque rayon réfracté touche son 
enveloppe (juin 1698), et le marquis de l'Hôpital [Analyse des inf. pe^ 
tits , proposition i , sections 6 et 7 ) substitua à ces constructions deux 
formules qui ont été reproduites par Petit et ont conservé son nom. 
[Correspondance surT École Polytechnique ^ tome II, page 354*) 

2). Revenons au problème proposé. Il suffit évidemment, pour le ré- 
soudre , de déterminer le point où chacune des droites données est ren- 
contrée par la droite infiniment voisine ; car ce point d'intersection étant 
défini géométriquement , il ne restera plus qu'à trouver le lieu géomé- 
trique de tous les points semblables, ce qui sera une pure question de 
géométrie ou d'analyse ordinaire , plus ou moins facile d'ailleurs. 

Or on trouve , dans le Traité des Fluxions de Maclaurin , l'indication 
d'une méthode qui s'adapte parfaitement au problème actuel , et qui pré- 
sente d'assez intimes analogies avec celle de Roberval pour la description 
des tangentes. On peut lui donner le nom de méthode par la comparaison 
des vitesses angulaires, et elle s'applique avec une égale facilité aux deux 
cas distincts que peut présenter le problème. 

Premier cas. — Le mouvement de la droite variable est défini : i^ par 
le mouvement de Vuh de ses points, a, qui est donné ; a° parle mouve- 
ment angulaire correspondant de la droite , ce dernier mouvement étant 
rapporté à une droite fixe. * 

Solution, — Soient ab, a'b' les deux positions infiniment voisines de la 
droite mobile et o leur point d'intersection; aa' Vêlement du chemin par- 
couru par le point directeur « , et &> l'angle infiniment petit dont la di- 
rection de la droite a varié, dans le passage de sa première à sa seconde 

position. Désignons par a l'angle sous lequel la droite ab coupe la ligne aa* 
décrite par le point directeur. On connaît par hypothèse la limite du 
rapport du mouvement angulaire de la droite nb au mouvement linéaire du 
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point a , c'est-à-dire lim. — -,• Or le triangle infiniment petit oaa' nous 
fournit une seconde expression du même rapport, à savoir : 



sm w sm a 



aa! oa' 



d'où , en passant à la limite , 

,. &> sin^7 

lim. — j = > 

aa oa 

d'pù 

(1) oa = sm a hm. 

w 

On n'aura donc , dans chaque cas particulier , qu'à déterminer , d'après 
les données de la question , la limite du rapport du mouvement recti- 
ligne du point a au mouvement angulaire de la droite ah , pour avoir ré- 
solu le problème. 

Second cas. — Le mouvement de la droite ab est défini par les mouve- 
ff lents simultanés de deux de ses points a et b. 

Solution, — Soient aa', bb' les chemins simultanément décrits par les 

deux points directeurs; a et ^ les angles sous lesquels la droite ab coupe 
les lignes aa\ hb\ et o le point d'intersection des deux droites. Désignons 
toujours par w le mouvement angulaire de la droite, dans le passage de sa 
première à sa seconde position; appliquant la formule (I) à chacun des 
triangles oaa\ obb\ il vient 

. z^,. aa' ^ , . <^.. bb' 
oa = sina lim. -. — , ob — smb hm. — ? 

d'où, en divisant membre à membre, 

. /\ 
,„x oa sma,. aa 

sm b 

4i . Applications de la théorie précédente, 

, 1 . Théorème. — V enveloppe du rayon du cercle générateur qid abou" 
tit au point décrivant d^ une épicyclmde y est une seconde épicycloïde. 

Démonstration, — Soit o la limite du point d'intersection des deux 
positions infiniment voisines am et a' m' du rayon qui aboutit au point 
décrivant du cercle générateur, on aura, d'après la formule (I) du nu- 
méro précédent, 

, . . ^,. aa'' ^,. aa' 

il) oa — sm/2 hm. — = cos oat hm. — • 

D'ailleurs aa' et w peuvent s'exprimer l'un et l'autre au moyen de 
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l'angle y = trt', dont lecercle générateur a tourné autour du point c, en 
passant de a en o'. Car si r, r' désignent les rayons du cercle fixe et du 
cercle mobile , on a d'abord 
(a) W=(^ + r')7; 

el si l'on prend sur le cercle mobile l'arc auxiliaire u'm, = uni, que Ton 
joigne a' »«,, on voit que l'angle w = om, <i'iii\ se compose de deux par- 
ties: la première est l'angle ««(, «'/h, = au, a'u' — -i; 

La seconde eet l'angle /»,«'/»'; et comme l'arc m^m' est égal en longueur 
à l'arc M', on a mfim' = ■/ -;i On a donc enfin 

(3) .=,+,.£,=,.'_+£:, 

et, en substituant les valeurs (a) et (3) dans (i), il vient 

ce qui montre que le point o est le pied de la perpendiculaire abaissée 
du point ( sur le rayon oa. 

Cela posé, sur at, comme diamètre, décrivons une circonférence qui 
passe par o ; et soit M le point du cercle générateur primitif, diamétra- 
lement opposé au point décrivant m. On aperçoit facilement que l'arc tn, 
de la circonférence aot , est de même longueur'que l'arc /M delà circon- 
férence mM(, Or, le point m décrivant une épicycloïde , le point M, qui 
lui est diamétralement opposé, décrit une seconde .épicyclo'ide égale à la 
première, et ayant son origine quelque part en A sur la circonférence 
fixe, de sorte que farc (M est équivalent à l'arc (A; par suite, l'arc lo 
est équivalent à l'arc i A ,'et te point o décrit une épicycloïde ayant pour 
origine le point A. c. q. f. d. 

Remarque — Si nous n'avions voulu appliquer les méthodes du numéro 
u précédent, nous aurions pu parvenir immédiate- 

mmt à la connaissance du point o où chaque 
rayon ain louche son enveloppe. H suffirait en 
effet de remarquer que le point ( est le centre 
instantané de rotation autour duquel ^'effectue le 
mouvement élémentaire du cercle mobile umt, 
dans son passée à la position infiniment voisine 
u'm'f; et que par suite le point où le rayon am, 
invariablement lié au cercle mobile, louche son 
enveloppe, est précisément, d'après le théorème du n° 39, le pied de la 
perpendiculaire abaissée du point; sur. ce rayon. 
2. Problème. — Tinui'erla développée de Pépicydoïdc. 
SoliiU'in. — Pbehièrë partie. — Cherchons d'abord le point où chaque 
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normale tm touche son enveloppe ; et soit , en conservant la même figure et 
les mêmes notations que précédemment, i le point d'intersection des deux 
normales infiniment voisines mt , m' t', 

La formule (I) du numéro précédent nous donnera 

( I ) 1^ = sm itt lim. — . 

Cherchons les expressions respectives de tt' et de w en fonctions de 

7 = f c/'. On a d*abord 

(a) tt' = r,y. 

/\ 

Quant à w = w/, m't', on a, en prenant toujours l'arc auxiliaire u'm^ = «w, 

Aj = mt m, t -4- ''', t ni = 7 -i- - w, a /w = 7 H — 7 . -, = 7 . ,~ . 

I I 2 a r 2/* 

Ainsi 

Portant les valeurs ( 2 ) et ( 3 ) dans la formule ( i) , il vient 

it 2 rr^ 

iio&itc r-\-ir^ 

Seconde partie. — Lieu géométrique du point i , ou développée. 

Menons par le point/, iv perpendiculaire à itm et rencontrant en v le 

rayon ct^ on aura 

, V it irr' 

[a] tv = r- = >• 

^ ' COS//C r-i-2.r' 

Sur la droite tç comme diamètre , décrivons une circonférence qui passera 
par I , et qui sera tangente en p à la circonférence décrite du point c comme 
centre avec cv pour rayon ; le rayon cv de cette dernière circonférence 9^ 
pour expression 

^ ' \ r-\-ir j r-h2r' 

Des relations (/r) et (/>>) on déduit 

cv r* . r 

«'/ 2rr 2r 
OU 

, . cv et 

^ ' vt tu 

Cette formule montre que le système des circonférences de rayons cv et 
-vt est semblable au système des circonférences données de rayons /• et /•'. 
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Si donc nous concevons menée^ par le point Vy vn parallèle à la droite tm et 
terminée à la circonférence tw^ le point n décrira une épicycloïde semblable 
à celle qui est décrite par le point m , et semblablement placée. Le point /, 
diamétralement opposé au point n sur la même circonférence, décrira donc 
pareillement une épicycloïde semblable à celle décrite par le point m , mais 
non semblablement placée. c. q. f. t. 

3. Problème des caustiques par réfraction. 

Notation, — Soient ab la courbe dirimante qui sépare les deux milieux , 
et/ l'origine des rayons lumineux \ fa^jh deux rayons incidents in&niment 
voisins; acy bc les normales aux points d'incidences, b^ se coupant en c; 
af'y bf les rayons réfractés (réels ou virtuels) se coupant en/'. Nous dé- 
signerons en outre par «, i-\-di les angles aigus d'incidence en «, b\ 
par i', i'-\-di' les angles de réfractions correspondants et par n l'indice de 
réfraction , de sorte que l'on aura 

sini = /?, sin/', 
et , par suite , 

(i) CO8 i, di = ncosi',di'. 

Nous désignerons ac par p ; af^<if' par r, /•', et nous regarderons r, r' 

comme positifs ou négatifs , suivant que les droites 
afy af tomberont dans la concavité ou dans la con- 
vexité de la courbe. Enfin, en appelant c, / /' les 
angles infiniment petits «c6, afb^ af'b (c'est-à-dire 
les arcs qui les mesurent dans la circonférence dont 
le rayon est l'unité), nous aurons 




c = -^, f=àz — cosi, /' = d± -j cos I ; 
le signe =t ayant pour objet de rendre positifs, dans 



tous les cas, les facteurs - et -.• 

r r 

Tout cela posé, il s'agit de déterminer le point/' suivant lequel chaque 

rayon réfracté touche son enveloppe, ou, plus généralement, de trouver 

la relation qui exfste entre p, r, r', /, i' et n. 

Premier cas, — Le point / est situé dans la convexité de la courbe. ( Le 

nh 

nombre r est alors négatif, et l'on doit écrire /= cos/.) 

. Egalons d'abord à zéro la différence des angles des triangles /ac,/^c, ij 
vient en simplifiant ( et supposant , ce qui est permis , /« < /^ ) , 

Egalons de môme à zéro la différence des angles des triangles/W,/Z>c : 
i". Si le point/' est situé dans la concavité de la courbe comme dans la 



SECONDE PARTIE 77 

figure, on trouve facilement 

(3) ,, = .-f = ab(L-^), 

car, r étant positif dans le cas actuel , on a 

/ = H — rcosi'* 
r 

î**. Si le point /' est situé dans la convexité de la courbe , comme le 
point/, on a, comme pour ce point, 

car, / étant négatif, on a 

/= rCOSi. 

r 

L'expression définitive de di' est donc la même dans les deux cas; et si Ton 
substitue les valeurs de //i, di' donnéiespar les formules (a) et (3) dans la 
relation ( i ) , il vient , en divisant par ab , 

/,x ./i cosA ., /i cosi'\ 

(1) C08.(^--— j=«C08, (^---^). 

Second cas, — Le point / est situé dans la concavité de la courbe. Le 
nombre r est donc positif, et Ton a 

r ab . 

f=z — cos/. 

r 

On aura d'abord pour le point /{en supposant toujours/ï<yJ), 

di=:^f—c, 

que l'on déduit de la formule (3) di':=:c—f\ en renversant l'ordre des 
soustractions (cette inversion étant due à ce que, le point/' auquel se rap- 
portait la formule ( 3 ) étant situé dans là concavité comme le point actuel/ 
on avait pour ce point /'«>/'^, tandis qu'on suppose actuellement 
fa<,fh). On peut récrire 

(.') ,« = _(c_/) = -«*(i-£^). 

Quant au point/', 

1®. Si ce point est situé dans la convexité de la courbe, on aura d'abord 

di'=-(c+f), 

que, pour des raisons semblables, on déduit de la relation (2) en y chan- 
geant le signe de di; et enfin en remarquant que r' est négatif, 

(3') di'=-(r+f') = -ab(l-^y ■ 
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2**. Si le point/' est au contraire dans la concavité de la courbe, il 
sera placé de la même manière que le point / auquel se rapporte la for- 
mule (2');. et, en remarquant que r' est devenu positif, on retrouvera 
encore la formule (3'). 

Enfin, si l'on substitue dans la relation (i) les valeurs de r/i, di' don- 
nées par les formules (a'), (3'), on retrouve évidemment la formule (I) 
qui s'applique , par conséquent , à tous les cas. 

Il résulte immédiatement d'ailleurs des conventions déjà faites sur les 
signes de r, r*, que, si la résolution de l'équation (I) fournit pour r' une 
valeur positive ou négative , le point cherché /' sera situé sur la portion 
du rayon réfracté qui tombe dans la concavité de la courbe , ou , au con- 
traire, sur son prolongement. 

CoROLiAiRE. — Si l'on remplace dans la formule (I) 71 par — i , et i' par /, 
on obtient la formule analogue pour les caustiques par réflexion 

(H) i = cos,(i + ^); . 

et l'on pourra , au moyen de cette formule , déterminer r', si p et r sont 
connus; ou , suivant une observation de Jean BernouUi , p lui-même, si r, r' 
sont connus , ainsi que cela arrive pour l'ellipse rapportée à ses foyers. 

4. Définition et construction des caustiques secondaires de M, Quetelet, 
— Des 0{>ales de Descartes, 

La détermination de la caustique par réfraction, c'est-à-dire du lieu* 
géométrique des points d'intersection de deux rayons réfractés successifs, 
qui sont définis isolément par la formule précédente , présente en général 
de grandes difficultés. Or on peut fréquemment les éviter d'une manière 
trèfr-heureuse , en substituant à la recherche de la caustique la recherche 
de Tune de ses développantes , puisqull est évident d'ailleurs que la con- 
naissance de celle-ci suffît à là définition géométrique de la caustique elle- 
même. L'auteur de cette ingénieuse substitution , M. Quetelet, a donné à la 
développante de la caustique principale le nom de caustique secondaire , et 
voici, d'après ce géomètre, la construction générale de cette dernière. 

Que du point lumineux f comme centre y on décrive uire circonférence 
de rayon arbitraire y et que de chaque point a de la ligne dirimante 
comme centre on décrive un cercle dont le rayon soit à la distance de ce 
point à la circonférence f, dans le rapport constant de i à n (n désignant 
l'indice de réfraction); l'enveloppe de tous les cercles ainsi obtenus sera 
la caustique secondaire. 

Démonstration, — Il faut, pour établir cette construction, faire voir 
que les rayons réfractés sont normaux à l'enveloppe dont il s'agit, ou mon- 
trer, inversement , que les normales de l'enveloppe coïncident avec les 
rayons réfractés. Donc , si l'on observe qu'en général les normales à l'enve- 
loppe sont aussi normales aux lignes enveloppées , il suffira d'établir que 
pour chacun des cercles considérés , a par exemple , le rayon de ce cercle 
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qui aboutit au point où il touche.son enveloppe, est précisément le rayon 

réfracté correspondant au rayon incident en a. 

Soient , à cet effet , a èi f? les centres infiniment voisins de deux des 

cercles considérés, F' un 9e leurs points 
d'intersection; joignons F'«, ¥'b;fa, 
fb; posons /« == r, F'a = R, et dési- 
gnons par /, /■' les angles d'incidence 
et de réfraction en « , et par I la limite 

de l'angle que a F' fait avec la norniale 
à la courbe dirimante en a. 

Les triangles fah , F' nb donnent ces 
relations , 

fa — fb = ^r = ab COS jn , ab , 




U'z':ri 



d'où, en passant à la limite, 



et, de même. 



fir 



/s 
r/R 



:=:sin;; 



= sinl. 



De là , en divisant membre à membre , et observant qu'en vertu de la 

construction 

^R _ I 

dr n 
il vient 

sin / = 72 . sin I , 

et par suite ï = 1', ce qui suffit à la démonstration. 

Corollaire. — Le théorème précédent conduit très-simplement à l'une 
des définitions géométriques des ovales de' Descartes, c'est-à-dire des 
lignes qui ont In propriété de réfracter vers un foyer donné f les rçiyons 
lumineux émanant d'un point donné. Car, si la ligne ab possède cette 
propriété , la caustique secondaire , qui est coupée à angles droits par les 
rayons réfractés-, lesquels vont concourir en/', ne peut être qu'une cir- 
conférence ayant pour centre le point/'. Dès Ibrs, le rayon de chacune des 
circonférences ayant pour centre l'un des points â de la ligne dirimante 
cherchée, est égal à la distance du point « à la circonférence /'. Mais, 
d'après la construction générale , ce même rayon est à la distance du même 
'point a à une circonférence ayant pour centre té foyer / dans le rapport 
de I à w. Donc l'ovale cherchée est le lieu géométrique des points dont les 
distances à deux circonférences ayant pour centres le point lumineux / et 
le foyer/', sont dans la raison constante des nombres « et i. 

Obseri'ation. — Les droites /«, /'«coupant en F, F' les circonférences 
/, /', si l'on mène les droites indéfinies FF', ff qui se coupent en o, le 
théorème de Ptolémée (I™ Partie, page i5), appliqué au triangle /«/' 

r 

coupé par la transversale Ft" o, montre que le rapport -V, est constant, et 
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par suite que o est un point ûxe. Cette remarque permet de construire 
très-simplement la tangente 4e l'ovale ab. Car si l'on conçoit que les points 
« , F, F' se déplaçant sur leurs courbes respectives , viennent occuper les 
positions a^^ F^ , F, , on verra que les triangles a FF', «, F, F, sont telle- 
ment situés, que leurs côtés de mêmes noms concourent en trois points y, 
/', o situés en ligne droite. Donc, d'après un théorème connu , les droites 
joignant les sommets de mêmes noms des deux triangles concourent en un 
même point. Il en résulte enfin , en supposant que les points 0, , F, P, se 
rapprochent indéfiniment des points a , F, F', que les tangçntes en âr, F, F' 
à l'ovale et aux deux circonférences, concourent en un môme point. (On 
peut consulter sur ces courbes la Géométrie de Descartes; Paris, 1705, 
page 86; les Opuscules de Newton, tome II, page 172, et Qn^iXiV Aperçu 
historique de M, Chaslesy note ai (*), d'où nous avons extrait la plupart 
des détails précédents.) 

5. Expression du rayon de courbure d'une roulette. 
Considérons la roulette engendrée par le point M , invariablement lié à 
la ligne k^ka qui roule sur la ligne fixe k^kk\ 

Le point de contact actuel des deux lignes étant A, là droite AM est 
normale à la roulette au point M. Dans l'instant suivant , l'arc très-petit 
A/2 de la ligne mobile s'enroulera sur l'arc égal AA' de la ligne fixe; le 
point M, décrivant Tare MM', viendra «n M', et là droite M'A' sera nor- 
male à la courbé en M'. Les deux normales infiniment voisines , MA , M' A' 
. , se coupant en un point C, la limite du point G, 

7\^ quand la seconde normale se rapproche îndéfini- 
s,4v/ / \ ment de la première, coïncide avec le point qu'on 
/\/^^^^^ appelle le centre de courbure de la roulette au 
"'7t"~U point M, et la droite MC est le rayon de courbure 

c ' Mo de la roulette en ce point, dont nous nous propo- 

/ \ sons de calculer l'expression. 

Notation, — Nous appellerons R, R' les rayons de courbure en A de la 
ligne fixe et de la ligne mobile ; ds, d(T, les différentielles des arcs corres- 



C^) Au lieu de renvoyer à la note 21, il serait sans doute préférable d'indi- 
quer le numéro de la page correspondante; malheureusement cela m'est impos- 
sible , et en voici la raison. L'ouvrage dont il s'agit^ qui a paru en 1887, n'a été 
tiré qu'à un très-petit nombre d'exemplaires. Il est devenu depuis excessivement 
cher et beaucoup plus rare encore ; et l'on peut dire que l'un des plus beaux 
monuments scientifiques qui aient été élevés à la gloire du passé , sert bien moins 
aujourd'hui à l'instruction des savants qu'aux spéculations des commissionnaires 
en librairie. Il résulte de là cette conséc[Uence étrange, j'allais dire absurde, que 
celui qui veut lire V Aperçu historîtjue, ouvrage écrit en français et publié il y a 
moins de vingt ans , doit préalablement apprendre l'allemand et se procurer 
ensuite la traduction, en cette langue, de M. le professeur Sohncke ( Halle, iSSg ; 
librairie de Gebauer). Cest ce que j'ai fait personnellement, et cela explique 
qu'ayant sous les yeux ee dernier ouvrage , j'éprouve cependant quelque diffi- 
culté à deviner la pagination du premier. 



SBCONDE PAETIB. 8l 

pondants (tels que AA' et MM') de la ligne fixe et de la roulette; /*, la dis- 
tance MA du point décrivant M au point de contact actuel de la ligne mobile 
sur la ligne fixe, et nous regarderons r comme essentiellement positif; 
i , Tangle que fait la direction AM avec la portion de la normale en A à la 
ligne fixe qui est dirigée dans la concavité de celle-ci , de sorte que cos i 
sera positif ou négatif suivant que le point décrit^ant M sera, par rapport 
CL la tangente en k^ du même côté que la ligne fixe ^ ou du côté opposé. 
Enfin , nous désignerons par p le rayon de courbure MC de la roulette , 
et nous regarderons p comme positif ou négatif, suivant que MC sera diri- 
gée de M vers A , ou dans le sens opposé. 

Cela posé, pour déterminer la position du point-limite C sur la droite AM, 
conformément au second cas de la méthode générale indiquée à la page 76 , 
nous regarderons le mouvement de la droite AM comme défini par les 
mouvements simultanés des points A et JM ; et les deux triangles CAA', 
CMM' nous donneront 

AA' MM' 

sin C = jrr sin CA' A = -^^ sin CM'M ; 

d'où 

CM sin CM'M MM' 



(«) 



CA sinCA'A ' AA' 



Si Ton passe à la limite , et si Ton observe qu'à cet instant les angles 
CM'M et GA'A ont pour valeurs 1* et i***"— i; que d'ailleurs 



-. MM' d(T /^I ^ l\ / r^N 



il viendra 



(A) . i™.g = r^:.(l±i,). 

Toutefois, comme, d'après les conventions déjà faites, cosi peut être 
négatif; qu'il en est de même du facteur^ ± ^ dans le cas où la ligne 
mobile roule sur la concavité de la ligne fixe , il faudra , dans les appli- 
cations de la relation (A), faire précéder du signe — les facteurs — 



cosi 



et s =t: ^ quand ils se trouveront négatifs. 

D'après cela, et en considérant (F abord le cas des roulettes extérieures y 
si l'on suppose le point décrivant M situé , par rapport à l'élément de con- 
tact AjA, du côté opposé à la ligne fixe, et le point C situé comme dans 
la figure précédente, p sera positif, CM et CA auront pour valeurs p et 
p — 7-^ et COSI étant négatif, on devra écrire ainsi la formule (A) : 



= r ' - 



ÇQ3I • Vr'^K') 
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OU , en changeant les signes des deux membres , 



(ï) 



.p. _ -Q-^s^) 



r-9 



COSI 



Si , au contraire, comme dans la figure à côté, on suppose le point dé- 
crivant M situé du même côté que la ligne fixe; le 
point C est toujours situé entre les points A et M; p est 
positif, CM et CA ont pour valeurs p et r— p, et ces/ 
étant positif, on doit écrire la formule (A), 




/• — p cos 






=-c 



ce qui est encore la formule (I). 

Si, passant au cas des roulettes intérieures , nous supposons 5- > ^ 

R R 

le point décrivant du côté opposé à la courbe 

fixe et le point C situé comme dans la figure 

à côté ; p sera négatif, CM et CA auront pour 

valeurs — p et r—^^ et cosr étant né^tif, 

on devra écrire 

ou, en changeant les signes des deux membres, 

Vr~"R') 




(10 



r-p 



cosi 



Si , au contraire , le point décrivait étant du même côté que la ligne 

fixe , on suppose le point C situé comme dans 

la figure et ^<^; p est négatif, CM et CA 

ont pour valeurs — p et r— p; et cos« étant 

positif, 4 — ^7 négatif, on doit écrire ainsi la 
R R 

formule (A) : 




r-p \R ff/ 



r • 



COSi 



î 



et , en; changeant les signes des deux membres , on retrouve encore la 
formule (T). 

Les autres cas que l'on pourrait encore examiner conduiraient aux 
mêmes formules (I) où (F); et comme cette dernière ne diffère de la pre- 
mière que par le changement du signe de R', on voit que : 
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La formule (I) cornaient à tous les cas, pourvu qu'aux cohî^ntions ini- 
tiales , sur les signes de p et de cosi , on ajoute celle-ci : que le rayon de 
courbure R' de la ligne mobile sera regardé comme positif ou négatif, 
suivant que cette ligne roulera sur la convexité ou sur la concavité de la 
ligne fixe. 

Enfin la formule ( I) étant générale , la suivante , ^ ' 



(11) ^=rr 



COSI I I ' 

T""^R"^R' 



que l'on obtient en résolvant la première par rapport à o , est également 
générale. 

Scolie. — La formule (I) s'applique encore au problème qui a pour objet 
de déterminer le rayon de courbure de V enveloppe ^ une courbe donnée , 
invariablement liée à la ligne mobile et participant h son mouvement. 

Concevons , en effet, que du point de contact actuel A on mène une nor- 
male AM//7 à la courbe donnée ^ dont la position correspondante est con- 
nue : soit m le pied de cette normale et M le centre de courbure pour le 
point /7t. On sait, d'après le théorème de la page 70, que la droite /wMA 
est une première normale de la courbe-enveloppe. Dans l'instant suivant, 
l'arc A« de la ligne mobile s'enroulant sur l'arc égal AA'de la ligne fixe, 
le point M vient en M' en décrivant le petit arc MM' d'une roulette par- 
ticulière; et l'on voit facilement que la droite A' M' peut être considérée 
comme normale à la courbe mobile dans sa nouvelle position ; cette droite 
A' M' représente donc une seconde normale de la courbe-enveloppe. Il 
résulte de là que le centre de courbure de V enveloppe , en un point m de 
cette ligne , coïncide avec le centre de courbure en VL de la roulette qui 
serait engendrée jmr le point M, centre de courbure en m de la courbe 
dont on considère Penveloppe, 

Observation, — On trouve des formules équivalentes à celles qui pré- 
cèdent dans Y Analyse des infiniment petits { section 9, prop. 4 )• On peut 
aussi consulter sur le même sujet des articles de MM. Abel Transon et 
Chasles (Journal de Matliématiques , tome X, p. 148 et 204). 

6. Construire par points la développée de VeUipse plane , en prenant la 
propriété principale des foyers pour définition de la courbe. 

De Tun des foyers F, conmie centre , et avec un rayon égal à Taxe focal , 
décrivons une circonférence sur laquelle nous prendrons deux points très- 
voisins K et K' que nous joindrons par des droites au foyer F et au foyer F'. ' 
Les droites FK et FK' rencontrant l'ellipse en M , M', si nous menons par 
ces points des parallèles MC, M'C aux droites F'K, F'K', ces parallèles 
seront normales à la courbe en M , M', et la limite de leur point d'intersec- 
tion C sera le point de la développée que nous nous proposons de con- 
struire. 

A cet effet nous remarquerons que la formule (I) du n°40, appliquée 

6. 



K 



^-'A 



M,^'. .'.M' 
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au triangle CMM', donne l'expression de p = lim.MC, par le rapport du 

mouvement linéaire du point M au 
mouvement angulaire de la droite MC. 
Or la formule (II) du même numéro, 
appliquée aux deux triangles FMM', 
FKK', fournit le rapport du mouvement 
linéaire du point M à celui du point R; 
tandis que la formule (I), appliquée 
au triangle F'KK', donne le rapport du 
mouvement angulaire de la droite F'K 
et , par suite , de sa parallèle MC , au mouvement linéaire du point K. Il ne 
reste plus dès lors qu'à composer «ces rapports pour obtenir la formule 




suivante : 



FM 
p = lim.MC = F'K.^ 



irr 



FK cos' / {r-\-r') cos / 



dans laquelle i désigne l'angle de la normale au point M avec l'un ou Tautre 
des deux rayons vecteurs dont r, r' désignent les longueurs. Enfin la 
normale au point M coupant l'axe focal en I , on trouve , sur la figure , 

FM 
MI = F'K-— ■• 

En substituant cette valeur dans la formule précédente , il vient 

MI 

' COS^ l 

et cette formule conduit à la construction suivante : 

Parie point l, où la normale MC coupe Pajce focal, mener, parallèle- 
ment à la tangente en M, une droite IP terminée au rajon vecteur FM; 
par le point P mener au rayon vecteur FM la perpendiculaire PC. Cette 
droite va rencontrer la normcde MC en un point qui appartient à la 
développée. 

Observation. — Nous sommes entré dans quelques détails sur la ma- 
nière de parvenir à cette construction , afin d'éclairer la route que nous 
suivrons dans la solution du problème suivant , qui présente plus de dif- 
ficulté et qui nous conduira à une analogie nouvelle et remarquable entre 
les ellipses plane et sphérique. 

7. Construire par points la développée de P ellipse sphérique. 
Nous entendons par là que par chaque point de l'ellipse sphérique on 
mène un arc de grand cercle normal à la courbe, et que l'on propose de 
construire le point oii cet arc dé grand cercle touche son enveloppe, celle-ci 
pouvant être appelée la développée sphérique dé l'ellipse. 

Lemme L — Soient , dans un triangle sphérique fmf\ mi et mu les arcs 
de grand cercle bissecteurs des angles intérieur et extérieur eniw , et soit 
abaissé l'arc de grand cercle/'/* perpendiculaire sur l'arc bissecteur w«: 




SECONDE PARTIE. 85 

on aura la relation 

, . ^ . . r,t sin///i 

( 1 ) tang rm = a sin/' // • . , r . / ;— > ' 

Démonstration, — Soit, en effet, X le point d'intersection des arcs//// et 

f'k prolongés; on aura, à cause de l'égalité des 
^.* angles en /// , 

mk = mf'y 

f\ et, par suite, 

ft=fm-\-f'm. 

^ •* D'ailleurs l'égalité /'X- = a/7/, la considération 

du triangle////// coupé par le grand cercle /T' m, et les deux triangles rec- 
tangles ///'A, mm fournissent ces relations : 

sin /' /- = a sin /' h , cos/7i , 
sin mu . sin/' // . sin/X- = sin hu . sin/' k . sin//// , 

sin hu . tang /?= tang/'// = ^~y7^ ' 

tang //// = sm mu . tang u. 

Or, si l'on multiplie ces égalités membre à membre et que l'on simplifie, 
on obtient précisément la relation énoncée. 

Lehme II. — Dans F ellipse spliérique, Parc de grand cercle normal à 
la courbe en Pun de ses points, divise en deux parties égales P angle des 
arcs de grand cercle qui joignent ce point aux deux foyers^ 

Omettant la démonstration de ce lemme qui n'offre aucune difficulté, 
occupons-nous, en premier lieu, de construire deux arcs de grand cercle 
normaux à la courbe. Nous devrons, à cet effet, substituer à la propriété 
de Tare normal que Ton vient de rappeler une construction géométrique 
équivalente ; or, on aperçoit aisément que la suivante satisfait à cette con- 
dition : du point/ comme pôle, avec un rayon sphérique égal à fm -\-f'm^ 
décrire un arc de petit cercle, sur lequel on prend deux points voisins /-, 
k'\ joindre (par des arcs de grand cercle) fk\, fk' qui coupent l'ellipse en 
/w, m'] joindre de même ^/, k'f et prendre sur leurs prolongements les 
arcsf'n, f'n' complémentaires des moitié» dés arcs/'X-, fA'; et mener 
enfin les arcs de grand cercle mn, m'n' qui seront normaux à la courbe 
en /w, m'. 

Les arcs normaux ////i, m'n' se coupent en un point r, dont nous avons, 
en second lieu, à déterminer la position limite. 

Nous mènerons, à cet effet, les arcs de grand cercle nn\ XX', mm' y et 
l'arc tangent mh qui est perpendiculaire à l'arc f'k en son milieu h. Si nous 
supposons établi (ce que nous démontrerons rigoureusement à la fin), que 
Parc nn' est , à la limite , perpendiculaire à Parcmn, nous en déduirons 
(le point n étant le pôle de l'arc mh) , que la limite de l'angle/' /i/i' est i 
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mesuré par un quadrant augmenté de l'arc m/i. On a donc , en supprimait 
le mot limite y pour abréger, 

(a) 8in/'/i«' = cos/wA. 

D'ailleurs, en désignant par iTangle/w/ =/'////, on 'î| 

(p) sin/'/-/-'=co8/«/'/i, 

( 7 ) sin fmm' = ces i , 

( $ ) sin/// ' = sin cnn' = sin cmm^ = i . 

* Tout cela posé , si l'on désigne par p, r, r' les arcs wc, mfj mf*y la com- 

\ paraison des deux triangles cmm\ cnn* 
^^.-""h t. donne iP.obord, en remarquant que les arcs 
cm et en sont complémentaires, et en pas- 
sant à la limite , 



y « 



-^y/ 




(•) 



. /\ smw/w sm/2/2 

Sm r = — : = -; 

smr/71 smc/z 
sin /ww' 



tangp = 



sm nn 



En sccami lieu y la comparaison des triangles f nn\ f'kk'\ Tégalilé 
fk = 2/7^, jointe à cette remarque que les arcs fh etf'n sont complé- 
mentaires; et la considération du triangle rectaûgle/'/wA, fournissent ces 
trois relations 

sin/' n cos mf h _ sin nn* 

Sn/Hc * cos mh ~~ sin //' ' 

sin f'k . j,, 

,.'/,, = sm/'/î, 
asm/ A "^ 

cos w/i . sin/' mh ou cos mA . cos « = cos mf'h. 

Multipliant ces égalités membre à membre, il vient, après simplifica- 
tion , 



(») 



cos i __ sm nn 
2Sin/'A~~sin/-/'* 



En troisième lieu, on trouve, par la comparaison des triangles fkk\ 
Smm\ 

. ^ sin//' sin mm* . r » 
sinf = ■ r, = ' ^ I smfmm*^ 



et de là , en passant à la limite , * 
(3) 



sm//- sm /•/■ 

. V» • cosi = -; ; 

sm jm sm mm 



Ënfm, si Ton multiplie membre à membre les égalités (i), (a) et (3), on 
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trouve définitivement 



m 



tang p . cos* I = 2 sin /' h . 



sin//?! 
sin/X- 



= tang /m. 



en ayant égard à la formule (i) du lomme I. Or cette formule coriduit à cette 
construction : Parle point de rencontre (le Taxe focal ff' avec Parc nor- 
malmi, mener à ce dernier lui arc perpendiculaire ip termine à Parc fm ; 
par le point p, et perpendiculairement à Parc fm, mener Parc \tc qui ira 
rencontrer Parc normal mi prolongé au point c suivant lequel cet arc touche 
la développée sphérique de Pellipse, 

Remarque, — La construction que nous venons de démontrer, com- 
parée à celle de l'exemple précédent, établit une nouvelle et intime ana- 
logie entre les deux ellipses plane et sphérique. Il serait intéressant de 
rechercher si la même construction s'appliquerait aussi, dans Vellipse 
géodésique tracée sur une surface quelconque , à la détermination du point 
où chaque normale géodésique touche son enveloppe. 

Observation, — Il reste à établir que Tare de grand cercle nn' est, à la 
limite, perpendiculaire sur Tare mn. Nous remarquerons pour cela que les 
angles en w, m* du triangle cmm* étant infiniment peu différents d'un droit, la 
différence entre les arcs cm^ cm' est un infiniment petit du second ordre : 
la différence entre les arcs complémentaires cn^ en' est donc du même 
ordre, et par suite les angles en /i, n' du triangle cnn' sont infiniment 
peu différents l'un de l'autre , et chacun d'eux enfin diffère infiniment 
peu d'un angle droit. 

8. Construire par points P enveloppe du côté libre dPun polygone de 
périmètre constant. 

Soit / le point d'intersection de deux positions Infiniment voisines ab et 
a' y du côté libre. Les deux polygones abcd,, ./, a'b'cd,,,l étant isopé- 
rimètres, il vient, en négligeant les parties communes, 

ia'-^ib'-^aa! = ia-^ib-^bb' , 
ou 

(i) (fV/'-iVï)-4-«fl'={i4-'^')-f-^^'. 

Supposons, comme cela arrive dans la figure, que les angles intérieurs 

^ et ^ du polygone soient aigus. Il ré- 
sulte de cette hypothèse et de la posi- 
tion de db' par rapport à ab^ que les 
différences ia' — ia^ ib--ib' sont posi- 
tives; par suite, si l'on néglige les infi- 
niment petits du second ordre, ces diffé- 
rences seront représentées, en grandeur 
et en signe, par aa',co& a et par ôô.cos b , 
et la relation (i) deviendra ' 




(i') 



fl«'(l-hC08rt) = bb' (l-hCQS^). 
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D'ailleurs, la comparaison des triangles ibb\ iaa* fournit cette rela- 
tion : 

, . bh' . fia' 

(a) -777 • sn «> = -^ • sm û. 

w m 

Multipliant membre à membre les égalités (i'), {^) et passant à la li- 
mite, il vient 

i-|-cos« ., i-hcos^ 

M . : = W . — — :^ — ï ) 

sma smo 

ou 

(i) — 



tang ^ t ng - 

et cette formule se traduit géométriquement par cette construction : Me- 
ner les bissectrices des angles extérieurs du polygone en a et b lesquelles 
se coupent au point o; et du point o abaisser une perpendiculaire sur le 
côté ab ; le pied de cette perpendiculaire est le point suivant lequel le côté 
ab touche son enveloppe. Les autres hypothèses que l'on aurait pu faire 
sur la nature des angles en ^ et 6 du polygone abcd, . ./, conduiraient d'ail- 
leurs à la même construction. 

Remarque, — Il résulte de cette construction que le côté libre ab touche, 
en un même point, et son enveloppe et la circonférence exinscrite au 
triangle qui serait formé par le côté libre ab et par les deux côtés adja- 
cents ^c, al&M polygone. On voit facilement, d'ailleurs, et par de simples 
considérations de géométrie élémentaire, que, le périmètre du polygone 
étant donné, la position de la circonférence est déterminée : cette circon- 
férence est donc l'enveloppe même du côté libre ab, 

CHAPITRE III. 

Bu oerole osoulateur. 

§ I^^ 

42. Nous empruntons les principaux matériaux de ce chapitre au Traité 
des Fluxions de Maclaurin : dans ce grand ouvrage, que les immenses ri- 
chesses géométriques qu'il renferme placent à côté du Lii>re des Principes, 
l'auteur donne sur le sujet qui va nous occuper un théorème général qu'il 
applique ensuite, d'une manière spéciale , à la détermination du cercle 
osculateur dans les sections coniques , quelles que soient d'ailleurs les don- 
nées par lesquelles ces courbes se trouvent définies. 

Comme résultat , il n'y avait rien à ajouter au chapitre de Maclaurin dont 
nous allons donner l'analyse : toutefois M. Ch. Dupin , reprenant la même 
question au commencement de ses 2><?V<?/b/?/7^/we/î/j de Géométrie, Ta ré- 
solue par une méthode nouvelle et entièrement géométrique ; nous repro- 
duirons avec quelque détail l'élégante transformation qu'il a employée à cot 
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effet , et qui permet de passer successivement de la courbure du cercle à 
celle de l'ellipse en l'un de ses sommets, et de cette dernière à la cour- 
bure de l'ellipse en l'un quelconque de ses points. 

Nous donnerons enfin un théorème de Mac-Cullagh sur la comparaison 
des cercles osculateurs de deux lignes qui , construites sur le même axe , ont 
leurs ordonnées dans un rapport constant; et nous terminerons par une 
construction géométrique fournissant, pour chaque point d'une courbe, la 

valeur du rapport -^ ? rapport que Newton appelle la qualité de la cour- 
bure en ce point. 

43. Définition, — Considérons une courbe rapportée à sa tangente en un 
point , prise pour axe des j: , et à une droite quelconque passant par ce 
point, prise pour axe desj ; de sorte que pour le point de contact l'abscisse 
et l'ordonnée de la courbe sont nulles simultanément. 

Soient x et/ l'abscisse et l'ordonnée d'un point quelconque M de la courbe : 
si jc tend vers zéro , le rapport àeykx tend vers zéro , ainsi que le montre 
le triangle MOP [voyez la figure suivante) , dans lequel on a 

MP j sinMOP 
0P"~ j:~sinOMP' 

Il en résulte que l'ordonnée de la courbe correspondant à une abscisse infi- 
niment petite du premier ordre est elle-même un infiniment petit du second 
ordre. 

Cela posé, si l'on considère un cercle de rayon quelconque, passant par 
le point , ayant en ce point même tangente que la courbe proposée , et 
situé du même côté que cette courbe par rapport à la tangente, on verra 
que les ordonnées du cercle et de la courbe correspondant à une même ab- 
scisse infiniment petite seront deux infiniment petits du second ordre , dont 
le rapport pourra être un nombre fini quelconque ; la différence de ces or- 
données sera donc dans le cas général un infiniment peiit du second ordre. 
Toutefois, si le cercle est convenablement choisi et s'il a avec la courbe le 
contact le plus intime possible , la différence des ordonnées correspondantes 
du cercle et de la courbe sera un infiniment petit du troisième ordre , et 
la limite du rapport de ces ordonnées sera l'unité : le cercle défini par cette 
propriété est dit osculateur de la courbe au point considéré 0. 

Corollaire. — Il résulte immédiatement de cette définition et des prin- 
cipes relatifs à la comparaison des infiniment petits de divers ordres [voir 
le Traité ^analyse de M. Duhamel ) que , dans la comparaison de l'ordon- 
née j de la courbe à un infiniment petit quelconque du deuxième ordre, 
à x^ par exemple , on pourra substituer à l'ordonnée y de la courbe l'or- 
donnée correspondante/' du cercle osculateur; et or tendant vers zéro, les 

deux rapports ^ et ^ tendront vers la même limite. On voit d'ailleurs que 

la substitution de l'ordonnée du cercle à Tordonnée correspondante de la 
courbe revient à regarder le cercle osculateur d*une courbe on l'un de ses 
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points , comme la limite d'un cercle variable tangent en ce point à la courbe 
et la rencontrant en outre en un second point qui se rapproche indéfini- 
ment du premier. 

Observation, — On sait que le rayon du cercle osculateur d'une ligne en 
un de ses points est égal à la limite du segment intercepté sur la normale 
en ce point par la ligne elle-même et par la normale infiniment voisine. Il 
résulte de là , en général , que tontes les fois que , par la nature de la ques- 
tion , on saura construire immédiatement la tangente et par suite la nor- 
male à la courbe considérée, on sera en état de fixer soit par une construc- 
tion , soit par une formule , la position-limite du point de rencontre de deux 
normales infiniment voisines, et de déterminer par conséquent le rayon du 
cercle osculateur. Or cette circonstance se présente, en général, dans les 
courbés représentées par des équations différentielles du premier ordre et 
dans les courbes transcendantes , dont on ramène le plus souvent les équa- 
tions à cette forme : la recherche du cercle osculateur pour de pareilles 
courbes peut donc être considérée comme une application du problème des 
enveloppes , résolu dans le chapitre précédent. Pour cette raison , nous 
nous bornerons dans celui-ci à l'étude du cercle osculateur dans les courbes 
algébriques. 

44. Théorème GÉNÉnAL. — Que sur cfiaque ortionnée PM de la courbe 
on prenne y à partir du pied de V ordonnée sur la tangente j une lon- 
gueur PN telle , que le produit de PM par PN soit égal eut carré de Vab^ 
scisse correspondante OP, 

(i) PM.PN = 6p'; 

la courbe auxiliaire y lieu géométrique des points N ainsi obtenus , cou- 
pera Paxe Oy en un point appartenant au cercle osculateur de la courbe 
primitive au point 0. 

Démonstration, — Faisons en effet , pour le cercle osculateur au point O , 

la même construction que pour la courbe elle- 
même ; c'est-à-dire prenons sur chaque ordonnée 
PM' du cercle une«longueur PN' telle, que Ton ait 

(a) PM'.PN' = ÔP'; 

le point N' ainsi déterminé appartiendra évidem- 
ment au cercle osculateur, et OP tendant vers 

zéro , la limite de PN' sera la corde déterminée dans ce cercle par l'axe 0^. 

Or les relations (i) et (2) , divisées membre à membre, donnent 

PN PM' 

PN' ~^ PM ' 

et, par suite, 

PN PM' 

hm.pj^,..lim.^. I. • 
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Donc 

(3) - lim. PN = lim. PN', 

ce qui démontre que le point où la courbe auxiliaire, lieu des points N, 
rencontre l'axe j, est précisément l'extrémité de la corde déterminée par 
cet axe dans le cercle osculateur de la courbe primitive en 0. 

Corollaire. — Si l'axe 0/ est choisi perpendiculaire à la tangente Ox , 
l'application du théorème précédent fournira le diamètre même du cercle 
osculateur. 

Scolie. — On sait, d'après Newton, 'que, si par un point quelconque o, 
pris sur le plan d'une courbe algébrique de degré n, on mène deux droites 
ox y ay et que Pon forme , pour chacune de ces droites, le produit des 
segments compris entre le point Oy et chacun des n points réels ou imagi- 
naires suii>ant lesquels elle rencontre la courbe; le rapport de ces produits 
sera indépendant de la position particulière du point o, la rtaleur de ce 
rapport dépendant uniquement des directions des droites ox, oy. 

Ce principe, combiné avec le théorème précédent, fourni tM'expression 
géométrique de la corde du cercle osculateur d'une courbe algébrique en 
un point quelconque de cette courbe. . 

45. bu cercle osculateur dans la parabole. 

Soient ox Une tangente à la parabole , oy le diamètre passant par le 

point de contact et a/?' le paramètre 
correspondant. Prenons sur l'ordon- 
p^^j^,—- -.y^ née PM le point N tel, que l'on ait 

^ y -/n — ï 

if\i ""^ ' PM.PN = oP' d'où PN=^. 




y 



^^ -^^ -Le lieu- des points N ainsi obtenus 

est ici une ligne droite parallèle à la 
tangente, car, en vertu de l'équation de la courbe, 

^' , 
PM=^^- 

Il en résulte que dans la parabole la corde du cercle osculateur y dirigée 
suivant le diamètre du point d^osculation y est égale au paramètre relatif 
à ce diamètre y et par suite au quadruple de la distance du point d^oscu- 
lation au foyer; et la corde du cercle osculateur dirigée suivant le foyer 
a la même valeur. 

On déduit facilement de là la construction du centre du cercle oscula- 
teur, analogue à celle déjà donnée pour l'ellipse dans le chapitre précé- 
dent (page ^4). 

46. Du cercle osculateur dans les coniques à centre. 

Soient ox la tangente au point o do la conique considérée , et o/î , on' 
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les cordes que la droite oy détermine dans le cercle osculateur en o et 
dans la conique elle-même, on aura 

on = lim.PN. 
PN étant définie comme précédemment par la relation 



(I) 



PM.PN = Po. 



Or, si l'on appelle N' le second point d'intersection de l'ordonnée PM 

avec la courbe, et si Ton désigne par 2/ et 2 c les dia- 
mètres de la courbe parallèles à la tangente ox et à 
l'axe of, on aura , diaprés le théorème de Newton , 




■a c 



(2) PM.PN'=Pr> .—. 

Comparant ( i ) et { 2) , on trouve 



O f X 



PN = PN'. -, ; 



par suite, 

c'est-à-dire , 

(X) 



t' 



lim.PN = -, lim. PN', 



on = on', -z' 



On a donc ce théorème général : La corde du cercle osculateur est à la 
corde correspondante de la conique comme le carré du diamètre parallèle 
à la tangente au point d'osculation est au carré du diamètre parallèle à 
la direction commune des deux cordes. 

Corollaire I. — Que la ligne oy, au lieu d'être quelconque, coïncide 
avec le diamètre oc du point de contact ; la corde on' de la conique sera 
égale à 2c, et la formule précédente deviendra 



(I) 



on = 



'i.f 



D'ailleurs, si l'on mène la normale indéfinie oHK, coupant en H le dia- 
mètre 7.t parallèle à la tangente et rencontrée en K 
par la perpendiculaire à la corde on menée par l'ex- 
trémité de cette corde, la similitude des triangles 
oHC, o/iK , dans l'un desquels oK est évidemment le 
diamètre ap du cercle osculateur, donne la relation 




d'où 

(ïï) 



^ oC 2f=' 

2p = OK = 0/1. — ==- = — 

^ on c 



^~ o\\ 



c 



1t^ 
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Donc , le cercle osculateur en un point d^une conique détermine sur le 
eliamètre qui passe par le point de contact ^ une corde égale au paramètre 
relatif à ce diamètre [\)\et le rayon du cercle osculateur est égal au carré 
du demi-diamètre parallèle à la tangente au point (fosculationy divisé par 
la distance du centre à la tangente (II)- 

C'est l'expression du rayon de courbure généralement attribuée à 
M. Ch. Dupin. 

Corollaire IL — Si la direction de ojr est tellement choisie, que les 

diamètres ic et aï, parallèles à oy et à la tan- 
gente, soient égaux , la formule générale deviendra 




(III) 



on = on . 



Donc si par un point et une conique on mène 
une corde symétrique de la tangente par rapport 
à une parallèle à Vun des axes de la courbe ^ cette 

corde appartiendra en même temps à la conique et au cercle osculateur au 

point considéré. 

Corollaire III. — Que la droite oy soit dirigée suivant l'un des foyers 
/ de la courbe ; nous aurons toujours 



(0 



, t' 

on = on , — «• 



Or on sait : i**. Que le carré d'un diamètre est équivalent au produit par 
le grand axe de la corde menée par l'un des foyers parallèlement au dia- 
mètre ; 

a°. Que le carré d'un diamètre est égal à quatre fois le rectangle des 
rayons vecteurs qui joignent les deux foyers à l'une des extrémités du 
diamètre conjugué au premier. 

On aura donc 




(■2) 



(3) 



4c = 


on'.7,k , 


on' 


1 


c' 


_ • 

Â' 


ii': 


= 4rr', 




= rr', 



r, r' désignant les rayons vecteurs joignant le» 
deux foyers au poiirf; d'osculation o. Par suite, en substituant dans (i), 
on aura pour la corde du cercle osculateur dirigée suivant Pun des foyers y 



(IV) 



on = 



irr^ ^rr^ 



r-\-r' 



et l'on parviendrait facilement, au moyen de cette formule, à la construc- 
tion du centre du cercle osculateur, telle qu'elle a été donnée dans le 
chapitre précédent ( page 84 ) . 
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Observation. — Nous ne suivrons pas Maclaurin dans les nombreuses ap- 
plications qu'il ajoute à celles que nous venons de rapporter et dont Futi- 
lité ne saurait être qu'accidentelle : dans chaque cas particulier, le théo- 
rème de Newton et le principe général qui précède permettent, en se 
servant convenablement des données qui définissent la conique considérée, 
d'arriver à la détermination du cercle osculateur la plus conforme au but 
que l'on peut avoir en vue. 

§11. 

47; La méthode de transformation de M« Dupin , dont nous avons parlé 
au commencement de ce chapitre , est fondée sur deux lemmes que nous 
allons d'abord établir : dans la démonstration du premier, nous nous ap- 
puierons, pour éviter des redites, sur le théorème général du § précédent. 

Lbmme 1. — Soit une courbe [c) rapportée à r une de ses tangentes Ox 

et à la normale correspondante y prises pour axes des 
X et desy ; que sur clmque ordonnée PM de la courbe 
on prenne une nouvelle ordonnée PM', -qui soit h la 
première dans le rapport constant de h à a, et soit (c') 
la nouvelle courbe qui résulte de cette- construction ; le 
rapport des rayons des cercles osculateurs des deux 
courbes au point 0, sera égal à V inverse du rapport 
constant de leurs ordonnées. 

Démonstration, ,— Désignons par ap et ap' les diamètres des cercles 
osculateurs des deux courbes en 0; et sur l'ordonnée commune PMM', 
prenons les points N et N' tels , que l'on ait 

[a) I^.PN = PO, 

[a') PM'.PN' = p5! 

L'abscisse commune OP tendant vers zéro, on a 

ap = lim. PN et 2p' = lim. PN'; 




d'où 



p ,. PN 

p' = ^'"^- m^ 



D'ailleurs les relations («)et (a'), divisées membre à membre, donnen» 



PN 
PN' 



pm; 

PM 



a 



On a donc 



p'~ PM 



a 



c. Q. F. D. 



Lemme il — Soit une courbe [c) rapportée à deux axes Ox et Qj dont 
le premier est tangent à la courbe au point 0. Par le pied P de chaque or- 
donnée MP da la courbe, et. sous une direction donnée , menons une 
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droite PM' sur laquelle nous prendrons un point M' situé à la même dis- 
tance de la tangente x que le point }&yCt soit (c') la courbe, lieu géomé- 
trique des points M' ainsi obtenus : les deux courbes [c) et (c') auront 
inéme cercle oscidateur au point 0. 

Démonstration, — l\ résulte immédiatement de la définition du cercle 

osculateur qu'il suffira , pour la démonstration du 
théorème actuel , d'établir que la différence entre 
les ordonnées des deux courbes (c) et (c') est un 
infiniment petit du troisième ordre, quand l'ab- 
scisse commune est du premier. 

Or, soient M , M' deux points correspondants des 
deux courbes ; joignons îiOi' qui est parallèle kOx 
d'après la construction ; menons parallèlement à MP ou à 0/ l'ordonnée 
M'P' de la courbe (c') , qui rencontre en m la courbe (c), et joignons M/w., 
Si l'on désigne par a et a' les angles constants et finis que MP et MT for- 
ment avec Pj:, le triangle MPM' donne d'abord 

MM^_sin(a-a^). 




MP 



sma' 



il en résulte que MM' est, comme MP, un infiniment petit du second ordre. 
Le triangle M /«M' donne ensuite 

/wM'_ sin/«MM' 
MM' ~ sinM/wM* 

Mais le rapport des sinus, qui forme le second- membre, tend vers zéro 
quand P tend vers le point : le rapport de mW k MM' est donc un in- 
finiment petit ; et MM' étant lui-même du deuxième ordre , il en résulte 
que /wM', c'est-à-dire la différence des ordonnées correspondantes des deux 
courbes (c) et ( c' ), est un infiniment petit du troisième ordre, c. q. f. d. 

48. Appliquons le mode de transformation auquel se rapporte le lemmel 

à un cercle (G) de rayon a, en employant des 
ordonnées perpendiculaires à la tangente 0.r ; et 

soit - le rapport constant des ordonnées corres- 
pondantes de la courbe dérivée (C) et du cercle 
(C). Le rapport ^ des rayons des cercles oscu- 
lateurs en du cercle et de la courbe (C) sera 
égal à - ; d'ailleurs p = « ; on aura donc 




a 






pour le rayon du cercle osculateur en de la courbe (C). D'ailleurs la 
courbe dérivée (C) est évidemment une ellipse dont le point est l'un des 
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sommets , le demi-axe aboutissant en étant égal à ^ , et le' demi-axe pa- 
rallèle à la tangente en étant égal à a. 

Donc le rayon du cercle osculateiir d'une ellipse en Vun de ses som- 
mets est égal au carré du demi-axe étranger au sommet, divisé par le 
demi-axe qui aboutit a ce sommet, 

4f9. Appliquons maintenant le mode de transformation auquel se rapporte 

le lemmell à l'ellipse (C ), ayant pour demi- 
axes CM = fl , CO = A ; les ordonnées MP de 
l'ellipse étant perpendiculaires à la tan- 
gente jr en l'un de ses sommets, et les or- 
donnéesPM' de la courbe dérivée (C ), ayant 
une direction quelconque. Les deux courbes 
ayant même cercle osculateur au point , 
on aura 



I 




pour le rayon du cercle osculateur en de la courbe { C ). Or cette courbe 
est une ellipse dont le point est l'extrémité d'un diamètre quelconque ; 
<z = CM = C'M' est le demi-diamètre de cette ellipse parallèle à la tangente 
en 0, et ^ = OC = C'H est la- distance du centre C de cette ellipse à la 
tangente en 0. 

Donc le rayon du cercle osculateur d'une ellipse en Pun quelconque de 
ses points est égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente en 
ce point, divisé par la distance du centre à la tangente. 

§m. 

50. Comparaison des rayons des cercles osculateurs de deux lignes con- 
struites sur le même axe et dont les ordonnées correspondantes sont dans 
un rapport constant. Théorème de Mac-Cullagh, 
. Il résulte de la remarque faite au § I, n*' 43, page 89, que l'on peut 
regarder le cercle osculateur en un point d'une courbe comme la limite des 
cercles passant par ce point et par deux autres points de la courbe infini- 
ment voisins du premier. 

Nous plaçant à ce point de vue, considérons deux courbes [c] et [c') 
qui , construites sur le même axe o.r , ont leurs ordonnées correspondantes 
dans un rapport constant : soient A, B, C trois points de la première et 
A', B', C les points correspondants de la seconde, et désignons par a, b,c, 
a\ h\ c' les côtés des triangles ABC, A'B'C, et par r, r' les rayons des 
cercles circonscrits à ces triangles. Si , recourant à la méthode par les 
aires auxiliaires (P Partie, page 14), nous désignons par S, S' les sur- 
faces des triangles ABC, A'B'C, nous aurons 



a,b, c 



4S 



r = 



a '.b'.c' 

4S' ' 
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d'où 

/• a /> c S' 

r' a' ï' c' S 

Mais le rapport des aires S' et S est égal au rapport des ordonnées cor- 
respondantes des deux courbes 7' et r; on peut donc écrire 

/ \ r a b c y' 

D'ailleurs les côtés a et a' ayant même projection sur Taxe commun des 
deux courbes, on a 

a _ cos ( «', ox ) 

a' cos^tf, o./;j 

b c 
et Ton a des expressions analogues pour j-, et -,• Il en résulte que, si les 

points B, C et B', C tendent à se confondre respectivement avec A et A', 
en même temps que r et r' tendent vers leurs limites respectives p et p', 
rayons des cercles osculateurs dos deux courbes en A et A', les trois rap- 
ports — ? j-p -, tendent vers une limite commune qui est égale au rapport 

inverse des cosinus des angles que font, avec l'axe commun oj^, les tan- 
gentes aux deux courbes en A et en A'. On a donc , en passant à la limite 
et désignant ces angles par a et a' , 

P cos^a' y 

—, = T • — 7 

p cos a y 
ou 

{jc) p./. COS^a=: p'.y. cos'^a'. 

Enfin , si l'on désigne par t et t' les portions des tangentes aux deux courbes 
comprises entre les points de contact A , A' et l'axe commun ox, on aura 

rosa t' 



— 1 



ces a' t 

et la formule précédente pourra être remplacée par celle-ci 



(X') 



t' t" 



5!. Si l'on applique la formule précédente à l'ellipse et au cercle décrit 
sur le grand axe comme diamètre , on trouvera que /e rayon du cercle os- 
culateur, en un point quelconque de F ellipse , est égal au cube du denti- 
dimnètre parallèle à la tangente en ce point , divisé parle rectangle des 
demi-axes; et cette expression, qui équivaut à l'une de celles déjà données, 
aura été obtenue en suivant une voie entièrement élémentaire. De plus , 
dans le cas spécial où nous nous plaçons, la relation ( i ) d'où les formules 
( x) et [x') ont été déduites , donne le théorème suivant , dû à Mac-Cullagh 
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(voir les Nouvelles Annales y i85o, page 296) : Un triangle étant inscrit 
dans une ellipse , le rayon du cercle circonscrit au triangle est égal au 
produit des demi'diamètres parallèles au.r côtés du triangle , divisé par 
le produit des flemi'aœes. 

§ ÏV. 

52. Newton a donné le nom de (pialité de la courbure d'une ligne en 

dp 
Tun de ses points au rapport y- î c'est-à-dire à la limite du rapport de 

l'accroissement du rayon du cercle osculateur à Taccroissement de Tare, 
quand on passe du point considéré sur la ligne à un point infiniment voisin. 
Maclaurin , dans son Traité sur les Propriétés générales des courbes algé- 
briques ( théorème III ) et dans son Traité des Fluxions y trouva l'expres- 
sion et ia construction géométrique de ce rapport ; mais cette construction 
présente l'inconvénient de nécessiter l'emploi d'une courbe auxiliaire. Or 
le théorème suivant nous fournira , en même temps que la solution d'un 
problème proposé par Carnot [Géométrie de position y problème 75, 

page 477 ) , une construction géométrique très-simple du rapport ■—' 

53. Théorème. — Que Von désigne par -j- la (pialité de la courbure 

d'une ligne en F un de ses points, et que fon apjyelle a V angle formé par la 
normale en ce point avec la droite qui passe par le milieu de la corde 
parallèle à la tangente en ce point et infiniment voisine de celle-ci , on 
aura 

(1) t«°g«=3Si- 

Démonstration, .— La nature de la question conduit à remplacer la 

ligne donnée, qui est quelconque, par une ellipse ayant avec la proposée 

un contact du troisième ordre; il suffira donc d'établir la formule (i) 

pour l'ellipse osculatrice. 

Pour y parvenir par la voie la plus rapide , regardons cette courbe 

comme la trajectoire d'un, mobile soumis à l'ac- 
tion d'une force émanant du centre de la courbe , 
et observons que la droite qui fait , avec la nor- 
male en a , l'angle a est précisément le diamètre 
de l'ellipse qui aboutit en ce point. Cette droite 
est donc dirigée suivant le centre attirant, et 
l'on a , par conséquent , 

(h 

, T dt 

(//) tanga = - = ^, 


T, N désignant les composantes tangentielle et normale de la force accé- 
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lératiice , v désignant la vitesse du mobile en a , et p le rayon du cercle 
osculateur de l'ellipse au même point. 

Si Ton observe que "Tf = "^ * 75 == 77-*' ^^ formule (a) pourra s'écrire 

(a') t»»?"'.^^- 

Cela posé , si l'on désigne par « et ^ les demi*axes de l'ellipse , par X 
un paramètre constant et par p la distance du centre à la tangente en a, 
on sait que l'on a 

^ ab p^ p 

d'où 

Et de là , en substituant dans («'), il vient la formule cherchée 

(I) tanga = i.J. 

Corollaire. — On déduit facilement de cette formule la construction 
du cercle osculateur de la développée de l'ellipse en l'un quelconque de 
ses points. 

54. Prorlème. — Que Von mène pai^allèlemcnt à, la tangente en un 
point B d'aune courbe une corde AC , dont la distance à la tangente soit 
un infiniment petit du second ordre, et que Von joigne le milieu pi de 
cette corde au point de contact par la droite B \l. On propose de déter- 
miner la' direction 'limite de la droite Bpt, ou la limite de P angle a 
qu'elle forme avec la normale en B. [Géométrie de position , probl. 76, 

page 477-) 

Solution, — Ce problème se trouve implicitement résolu par la démons- 
tration du théorème précédent ; mais ce n'est là qu'une solution détour- 
née et reposant d'ailleurs sur un nombre considérable de propositions 
antérieures. On pourrait , à la vérité , modifier la démonstration de ma- 
nière à se servir seulement de l'expression du rayon de courbure de 
l'ellipse osculatrice , ainsi que l'a fait M. Abel Transon {Journal de Ma- 
thématiques^ 1841, p. 191); mais il y a encore dans cet emploi quelque 
chose d'indirect que l'on peut éviter (aux dépens de la brièveté, il est 
vrai ) par l'emploi des considérations suivantes. 

Observons d'abord que, B/* mesurant la distance de la tangente à la 
corde AC , dont pi est le milieu , on a 

u.h 
fang « = 1^, ; 

et comme B// est du second ordre, que tang a est, en général , un nombre 

7. 
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fini, on voit que i^h est du même ordre, et que, par suite, on doit fixer 
la position approchée m du milieu p de la corde AC, de manière à ne 
commettre qu'une erreur du troisième ordre, ce qui exige que l'on évalue 
la corde AC avec la même approximation. Or, si deux courbes ont un 
contact de l'ordre w, la différence des ordonnées, comptées à partir de la 
tangente commune , étant , par déiinition , un infiniment petit de l'ordre 
72 +1, on en déduit aisément que la différence des cordes telles que AC, 
A'C de ces courbes est seulement de l'ordre n. 

Nous pourrons donc, pour l'objet actuel, remplacer la ligne donnée par 
une autre ABC , ayant avec elle un contact du troisième ordre en B ; et 
si nous prenons pour cette ligne ABC une développante de cercle , le 
rayon 0' ^ = p' de ce cercle sera précisément le rayon de courbure de 
la développée de la courbe primitive , au point b où cette développée est 
touchée par la normale en B. 

Cela posé , soient « , 6 , c les points de contact sur le cercle 0' des 
normales en A, B, C; l'intersection de ka prolongée avec C^, Soient 
menées la droite O'O coupant le cercle en b'\ et la normale 6'B' cou- 
pant en t et A', lesdroites 
XaO et AC. Menons en- 
fin la bissectrice Ont de 
l'angle COA et la perpen- 
diculaire 0/? à CA ; po- 
sons 0'A=:0'^'=p'=i, 
A rt = p , arc ab' = arc 
rA' = «P , et désignons en 
général par e" un infini* 
ment petit de l'ordre w. 
I . Je dis d'abord que 
le }X)int /w, extrémité 
de la bissectrice de l'an- 
gle AOC , peut être pris 
pour le milieu ^ de la 
corde AC. On a, en 
effet, 

A r fK ,r n(AO-CO) .pAO-CO 

Or, AOh-CO est une grandeur finie, AC est du premier ordre et 
AO — CO est du troisième ordre. Car 




AO-CO = (A«-|-rtO)-(Cr-Oc) = a(tangY-y) = 



3 ^ 



cos«p 



ou, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au troisième. 



(I) 



AO - CO = I f' 



^ SECONDE PARTIE. lOI 

Donc A/w — Cm = inifi est du quatrième ordre, et l'on peut substi- 
tuer le point m au point ^u. 
2. Op étant perpendiculaire sur AC, évaluons pm ou /?p. On trouve 

Â^* - c^* = a5' - c5\ 

Ap-Cp = %ii.p = 2/iy = ^^^^^ .(A0-4-G0). 

Or, on a déjà trouvé AO — CO = | ^', et le triangle AOC donne, en 
négligeant s*, 



d'où 



V= 4A0.C0.sin'<p, 



AC =, siny.av/AÔTCÔ = ç.?î2-i. 2 v/AO,CO. 



Il vient donc , en substituant ces valeurs dans l'expression de 2 mp , 

3^ ^ AO + CO 2 , y AO-I-CO 
y sin <j» a v'AO.CO ^ sin ^ ^ v/AO.CO 

et , comme le premier facteur est du second ordre , on peut remplacer 
chacun des deux autres facteurs par sa limite qui est l'unité; il vient 
donc 

(2) mp = ^f. 

Il résulte d'ailleurs de cette expression de mp que l'angle pOm^ son 

égal aO'o' et l'arc bb' qui le mesure, sont des infiniment petits du second 
ordre; donc, en appelant le point d'intersection des tangentes M, b'h\ 
on voit que les triangles 9 hh\ Opm sont semblables et que la diflférence 
des côtés finis de ces triangles est du second ordre ; donc la différence 
des côtés infiniment petits h' h , mp est du quatrième, et l'on peut éçrir» 

3. On déduit aisément de là l'expression de àm , qui nous sera néces- 
saire pour calculer tang a = -^- Car hm = //' /// — bh' ; ou , à cause 

des parallèles ^ hm = Ob' — hh' \ d'ailleurs 0^ ' = sec © — i = — -h e* 
il vient donc> en substituant , 

(I) //,„=:i.£. 

2 3 
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4. Pour calculer BA , on observera d^ abord que la différence entre B/i 
et B' h' est du quatrième ordre. Car 

1°. 0/1' — ô/i = ÔA' (ï— cos 0) =? ÔA'. 2sln' - = e*, puisque Vangle 

B = pOm est du second ordre ; 

a°. 6 B'— B B (différence positive comme la différence analogue OA — OB) 
est moindre que dB, — dB, qui est du quatrième ordre pour la même 
raison. 

Donc la différence B'h'—Bh étant du quatrième ordre, nous pourrons 
substituer B'h' à B/i. 

En second lieu, si Ton abaisse AX' perpendiculaire sur B'h'b\ on 
verra que h'k' = Ah' sin h' Ali' = Ah' sin ô = e% et Ton pourra écrire , 
par conséquent , 

(3) BA = B'h' == B'/'. 

Enfin, on trouve successivement sur la figure 

A'B' = b'B' — h't — tk' = ( 4- (p) _ tang 1-U^ tang î j cos v, 
et Ton en déduit successivement 

X-'B' = p(i — cos(p) -!-<)> — tang*- (i4-cos<i') = p. ~ -h s* -^(i^ — sin 3.), 



2 *^ 



Donc enfin 



(II) B/* = i^^p. 

5. Si l'on divise membre à membre les relations (I) et (II), il vient 
d'abord 

tang a = -. . - ; 
3 p 

et si l'on observe que, le rayon O'b = p' du cercle osculateur de la déve- 
loppée ayant été pris pour unité de longueur, cette formule équivaut , en 
rétablissant l'indétermination de cette unité , à celle-ci 

tang a _ I p' 
p 3 p 

il vient définitivement 

(X) tanga = i.^, 

au moyen de laquelle on passe aisément à la formule ( I ) du numéro 
précédent. 

Obsen'ation, — Carnot avait été conduit accidentellement à se poser le 
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problème que nous venons de résoudre , dans le but de parvenir à une 
définition générale des courbes planes , indépendante de tout système de 
coordonnées arbitraires ; ces coordonnées ne devant être considérées, 
d'après lui , que comme des auxiliaires utiles , mais étrangers en réalité 
à la courbe considérée, et qu'il serait par conséquent plus élégant de 
supprimer. On voit que cette conception est diamétralement opposée à 
celle de Descartes, et autant cette dernière paraît •lumineuse, autant elle 
est utile et féconde, à cause même de l'indétermination qu'elle comporte ; 
autant , il faut l'avouer, la conception de Carnot paraît obscure et semble 
devoir demeurer stérile, précisément parce qu'elle veut atteindre l'absolu. 
Quoi qu'il en soit d'ailleurs de la valeur de cette conception , Carnot fait 
remarquer qu'une courbe plane quelconque peut être définie par la rela- 
tion / (p, a) = G qui existe entre le rayon de courbure de cette ligne, 
en l'un de ses points, et l'angle correspondant a, dont nous venons de 
déterminer la tangente , p et a formant évidemment un système de coor- 
données absolues satisfaisant aux conditions, qu'il s'était imposées. Or, 
c'était afin de pouvoir revenir de l'équation /(p, a) — o à l'équation 
en coordonnées rectilignes ordinaires , qu'il s'était proposé de trouver 
l'expression de tang a. 

4 

CHAPITRE IV. 

Bes masdma et minima absolus. 

§ p- — De la grandeur maximum ou minimum parmi 

DES GRANDEURS DÈTEBMINÉES. 

o3. Kepler paraît avoir observé le premier la propriété remar(|uable 
dont jouit une grandeur variable dans le voisinage de son état de maximum 
ou de minimum. L'un de ses ouvrages, Nova stereometrîa dolioruni vitia- 
rioriun,.,y i6i5, renferme, en effet, outre les premiers germes de la 
géométrie infinitésimale bientôt développés par Cavulleri [Gcouwtria 
indivisibilibus.,., iG35), cette importante observation que dans le voisin 
nage de sa plus grande ou plus petite valeur^ une grandeur ne varie que 
par degrés insensibles; et l'on voit que cette observation n'est guère sé- 
parée du principe qui sert de base à la théorie analytique actuelle des 
maxima et minima que par l'intervalle d'une définition. 

Un peu plus tard, vers i636. Fermât, précisant ce premier aperçu, prit 
pour base de sa méthode des maxima et minima ce principe que , si Pon 
prend une grandeur variable dans son état de maximum ou de minimum 
et dans un second état infiniment voisin du premier y les valeurs corres- 
pondantes de cette grandeur sont égales. 

Ce principe , dont nous modifierons un peu l'énoncé afin de demeurer 

exact dans la forme comme dans le fond, sert de base à la méthode géomé- 

zi trique des maxima et minima : méthode qui a son importance propre à côté 

de la théorie analytique correspondante, et qui supplée très-heureusement 
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à celle-ci dans un grand nombre de questions où elle paraît être en dé-r 
faut. 

Principe fondamental. — Soient «^ , a^, deujc valeurs infiniment voi- 
sines (Tune grandeur variable A , entre lesquelles se trouve comprise la 
valeur maximum ou minimum a de cette grandeur. Les valeurs extrêmes 
«Q , «, peuvent être considérées comme rigoureusement égales entre elles. 

Démonstration, — Supposons, pour fixer les idées, que a soit la valeur 
maximum de A, et que a^ soit une valeur infiniment voisine de a, infé- 
rieure à a^ puisque celle-ci est maximum, et précédant a dans Tordre de 
formation des valeurs successives delà grandeur A. Celle-ci, continuant à 
varier au delà de la valeur a , ira nécessairement en décroissant pendant 
un certain temps, depuis la valeur maximum a jusqu'à une valeurs— a, 
a étant un nombre fini ; et comme nous supposons essentiellement que la 
grandeur A varie d'une manière continue entre « et « — a, elle passera 
nécessairement par une valeur a,, précisément égale k^a^^ et qui sera, 
comme celle-ci, infiniment voisine de la valeur maximum a. 

Corollaire. — La méthode à suivre dans la recherche du maximum ou 
minimum d'une grandeur variable , résulte immédiatement du principe 
précédent : Prenant la grandeur considérée dans deux états successifs, 
c^est-Ordire infiniment voisins, on exprimera qu^elle a la même valeur dans 
ces deux états; Fégalité résultante , convenablement interprétée et prise 
à Tinstant-limite où les deux états successifs se confondent , fournit une 
propriété qui caractérise la grandeur variable à ^instant où elle atteint 
sa valeur maximum ou minimum, 

APPLICATIONS. 

56. Problème I. — Par un point donné, mener une droite telle, que le 
segmeJit déterminé sur cette droite , par les côtés (fun angle donné , soit 
minimum, [Opuscules de Newton, tomel, page 87, questions a et 3.) 

Solution, — Soient aib^ a'ib!^ deux droites passant par le point donné /, 
infiniment voisines de la droite à laquelle correspond le segment minimum, 
et telles, que les segments ab ^ a'b' soient égaux. Les segments ab ^ a'b' 
étant égaux , et les droites aib^ a'ib' étant infiniment voisines l'une de 
l'autre, leur point d'intersection i est infiniment voisin du point suivant 
lequel la droite ab toucherait son enveloppe, si elle se mouvait, sous cette 
condition que le segment de cette droite, intercepté dans l'angle donné, 
conservât une longueur constante. Donc (d'après la construction de la 
page 61), pour la droite aib infiniment voisine de la droite cherchée, le 
point donné / est infiniment voisin du pied de la perpendiculaire abaissée 
sur cette droite du point de concours des perpendiculaires aux côtés de 
l'angle donné, menées par les points a et /;. On en conclut que la droite 
minimum^ menée par un point donné dans un angle donné , est définie 
par cette condition, que la perpendiculaire h cette droite menée par le 
point donné, et les perpendiculaires aux côtés de Vimgle menées par les 
extrémités de la droite concourent en un même imnt. 
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Scolie, — On arriverait à une définition toute semblable* de la droite à 
segment minimum , en remplaçant les côtés de l'angle par deux courbes 
quelconques , et en substituant aux droites issues d'un point fixe du pro- 
blème précédent des droites tangentes à une courbe fixe. 

Problème II. — Mener tangentiellement à une courbe donnée une droite 
qui intercepte dans un angle donné ^ circonscrit à la même courbe , un 
triangle de surface maximum ou minimum. 

Solution. — Soit i le point d'intersection de deux tangentes infiniment 
voisines et interceptant dans l'angle yox des triangles aob , a'ob' équiva- 
lents. Les triangles infiniment petits aia\ bib' étant eux-mêmes équivalents 
et le point i étant infiniment voisin du point de contact ^ de la tangente 
ab^ on voit que pour une, tangente, ab^ infiniment voisine de la tangente 
cherchée AB, le point de contact t est infiniment voisin du milieu du seg- 
jn&Qi ab. Donc la tangente clierchée est définie par cette condition, que 
son, point, (^e. contact coïficide avec le milieu du segment déterminé par 
cette tangent^ dans, Pùn^le donné. 

Remarque, — Il y a «laximum ou minimum, suivant que l'on considère 
la portion de la courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers le 
sommet de l'angle. 

Corollaire. — Parmi tous les polygones éPun même nombre de côtés y 
circonscrits à une courbe fermée , le polygone y dont la suif ace est mini- 
mum, est défini par cette condition , que le point de contact de chaque 
côté coïncide avec le point-milieu de ce côté. 

Problème III. — Dans un segment donné dune courbe quelconque, 
inscrire un rectangle {Paire maximum, [Opuscules de Newton, tome I , 
page 87, question i.) 

Solution. — Soient ab^ a' b' les côtés , parallèles à la base xy du seg- 
ment, de deux rectangles infiniment voisins, com- 
prenant entre eux le rectangle maximum et équi- 
valents. Menons les droites indéfinies «a', bb' qui 
forment avec xy un triangle mnp , et substituons 
^ "^ aux rectangles ayant pour côtés ab^ a'b' les pa- 
rallélogrammes équivalents âr/>c/z , a'b'c'n. Soit A- l'intersection de ab et 
de b'c', La comparaison des parallélogrammes abcn^ a'b'c'n^ équivalents 
et ayant une partie commune , montre que les parallélogrammes a'b'ka 
et bec' A sont équivalents, on a donc l'égalité 

b'k bc 
(i) a'b' ,b'k = bk,bc, ou tt = -tt/* 

^ ' . ^ bk a b 

D'ailleurs, les triangles semblables b'kb, ma'b' donnent cette relation 

b'k a' m 




n X 



w 



bk~ a'b" 
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et la comparaison des relations (i) et (2) donne l'égalité 

l}c ~ a'ni ^ 
ou 

(3) an = a' m. 

Si donc, passant à la limité, on suppose que ab et a'b' se confondent 
avec le côté a^ du rectangle maximum, on verra que le rectangle maxi- 
mum, inscrit clans un segment de courbe, est celui dont le côté est égale- 
ment éloigné de la base du segment et du point de concours des tangentes 
menées à la courbe par les extrémités de ce côté. 

Problème IV. — Trouver, pour un lieu donné , le jour du plus petit 
crépuscule. 

Ce problème a eu une certaine célébrité , et parles difficultés qu'il pré- 
sente et par les noms des géomètres qui s'en sont occupés : il a été résolu 
pour la première fois par Nonius, géomètre portugais [De Crepusculis, 
Coïmbre, iSyS). Plus tard, Jean Bernoulli reprit la même question, et voici 
ce qu'on lit à ce sujet dans ses œuvres [Opéra omnia, tome I, page 64) : 
•Pai résolu le problème de trouver géométriquement le jour du plus petit 
crépuscule, ce qui a occupé mon frère , professeur de mathématiques à 
Bâle, et moi depuis plus de cinq ans , sans en pouvoir venir à bout. Ce 
problème est cr autant plus curieux que je demeure, par ma méthode de 
maximis et minimis [qui est pourtant une des plus courtes), dans un calcul 
prolixe et embarrassé, qui se laisse enfin réduire en une petite équation 
carrée qui se transforme en cette simple proportion géométrique 

I 8in> ,, . a r> \ 

rt=-^—T^' (Janvier i6q3.) 

H smD ^ ^ ' 

tans — 

Dans la Correspondance sur V École Polytechnique ( tome I , page 1 69 ), 
Hachette ajoute aux détails précédents que Monge résolut la même ques- 
tion en menant un plan tangent commun à deux cônes ayant même som- 
met : il ne paraît pas d'ailleurs que Monge ait publié sa solution, la con- 
struction à laquelle il est parvenu ayant été seule reproduite par Hachette 
qui se borne à démontrer qu'elle conduit à la formule de Bernoulli. 

Nous reproduirons, avec quelques modifications, h solution du mar- 
quis deTHôpital [Analyse des infiniment petits, section III, exemple i3), 
fondée précisément sur le principe de Fermât qui conduit par la voie la 
plus courte à la formule cherchée. 

Prenons pour plan de la figure le plan méridien du lieu PHP'H', 
Soient PP' l'axe du monde, HH' la méridienne; H «AH' le grand cercle 
de l'horizon du lieu et son centre; hb^h' le petit cercle de la sphère 
céleste, parallèle à l'horizon et auquel se terminent les arcs crépuscu- 
laires. 

Soient DABD', dabd' deux parallèles infiniment voisins décrits par le 
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soleil; AB et ab les arcs crépuscu- 
laires correspondants, compris entre 
les cercles HABH', Jiabh'\ C et c les 
centres de ces parallèles; joignons CA, 
CB, crt, cb. 

Si nous supposons que ces parallèles 
comprennent entre eux le parallèle dé- 
crit parie soleil au jour du plus petit 
crépuscule, les arcs A? et ab, évalués 
en degrés, seront égaux, et Von aura 

ACB = acb. 

De là , en projetant l'angle acb en a'U\ sur le plan parallèle DABD', par 
les arcs de grand cercle PVw', V'bb\ et joignant C«', Ce', on aura 

acb = a'Ch\ et par suite , ACB = a'Cb'. 
D'où, par la soustraction d'une partie commune. 




et par suite , 

(A) 

On a aussi" 

(B) 



AC^' = BC^, 



arcA«' = arcBZ»'. 



arc aa' = arc bb\ 



puisque ces arcs mesurent l'un et l'autre la distance sphérique des'deux 
cercles parallèles DAD', dad'. Il résulte des égalités (A) et (B) que les 
triangles rectUignes infiniment petits aa'k, bb'B, équiangles en a' et b\ 
sont rigoureusement égaux; et que par suite, sur la sphère, les angles 
aAn\ bBb' sont infiniment peu différents l'un et l'autre. On voit donc, 
en passant à la limite et supposant que les parallèles DD', dd' se confon- 
dent, que le parallèle décrit par le soleil au jour du plus petit crépuscule ^ 
coupe sous des angles égaux le grand cercle de f horizon HAH', et le pa- 
rallèle hB h' auquel se terminent les arcs crépusculaires. 

Cela posé, soit DABD' le parallèle cherché 
coupant sous des angles égaux le grand cercle 
HAH' et son parallèle //B A'; soit OV la verticale 
du lieu considéré, déterminant sur la sphère 
le point V, pôle commun de HAH' et de ÂBà'; 
menons les arcs de grand cercle PA, VA; PB, 
VB ; et posons 

OH=:i; > = latitude du lieu = 1*1"--??; h2 = H; 
D = la déclinaison cherchée du soleil = i**" — PA. 
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Les angles en à et B des triangles sphériques PAV, PBV sont égaux , 
comme égaux respectivement aux angles HAD, hBD; on a donc 

cosPAV = cosPBV, 

d'où , en remplaçant les cosinus par leurs valeurs et simplifiant , 

sinX _ sinX — sinD sinH 

I cosH ' 

ou enfui , 

H 

8inD = sin> tang~- 

^% c. Q. F. T. 

Problème V. — Trouver la définition générale des polygones à péri- 
mètre maximum inscrits dans une courbe donnée. 

Solution, -* Soit abc, kl un polygone à périmètre maximum inscrit 
dans la courbe donnée. Regardant tous les sommets du polygone comme 
fixes , sauf le sommet b, il est clair que le chemin ab-\-cb doit être un 
maximum parmi tous ceux qui relient aux points df et c un point quel- 
conque de l'arc éd?c. Or, soient «Bc, aB'c deux chemins égaux infiniment 
voisins et comprenant entre eux le chemin maximum abc : l'égalité 
«B -h c B = aB' H-cB' peut s'écrire 

(i) : aB' — aB = cB~'cB'. 

Or, en joignant BB', on trouve facilement les expressions _ 

aB' — aB = BB'co&aB'B-\-^\ cB — cB' = BB'coscBB'-he", 

s' et g'^ désignant des infiniment petits 4u second ordre. De ces expres- 
sions et de l'égalité fondamentale (i), il ré- 
sulte que la différence entre BB'cosaB'B et 
BB'coscBB' est du second ordre, et par suite 

que les angles aB'B et cBW sont infiniment peu 
différents l'un de l'autre. De là, en passant à la 
limite et supposant que les chemins «Bc, aB'c 
se confondant avec le chemin maximum abc , on déduit cette conclusion 
que deu^ côtés consécutifs quelconques d'un polygone à périmètre maxi- 
mum inscrit dans une courbe donnée, sont également inclinés sur la tan- 
gente à la courbe circonscrite, menée par Fextrémité commune à ces côtés, 

PnEMiÈRE APPLICATION. — Si la courbe donnée est un cercle, on verra 
que les côtés consécutifs ab , cb étant également inclinés sur la tangente 
en ^, le point b est le milieu de l'arc ac, et que par suite deux côtés con- 
sécutifs quelconques ab et bc sont égaux. Donc parmi les polygones et un 
même nombre de côtés inscrits dans un cercle, le polygone régulier a un 
périmètre maximum. 

Seconde application. — Si la courbe donnée est une ellipse (E) ayant 
fyf pour foyers, on verra, en appliquant la même condition, que deux 
côtés consécutifs ab et bc , du polygone à périmètre maximum , étant éga- 
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lement inclinés sur la tangente en ^ à l'ellipse (£), sont tangents à une 
même ellipse (E') homofocale à la proposée; pour la même raison, les 
côtés suivants bc et cd seraient tangents à une autre ellipse homofocale 
aux précédentes; mais cette nouvelle ellipse est identique à la précé- 
dente (E'), puisqu'elle a en commun avec celle-ci les foyers/,/' et la 
tangente ^r. . . . Donc , tout polygone à périmètre maximum inscrit dans 
une ellipse donnée (E), se trouve en même temps circonstrit a une se-- 
ronde ellipse (E') , Iiomofocale à la proposée. 

Remarque L — D'après un théorème de M. Poncelet , tous les polygones 
qu'on essayera de former de la même manière que le précédent, se ferme- 
ront d'eux-mêmes et auront le même nombre de côtés : et ces polygones, 
en nombre infini , satisfaisant aux mêmes cohdi tiens que le précédent, se- 
ront encore a périmètre maximum. 

Remarque II, — Les polygones ainsi formés sont isopérimètres. 

Il suffit, pour le démontrer, de recourir au principe fondamental de la 
théorie analytique des maximum. Désignons , en effet , par/^, /?', p'\ . . . , 
p„ , les périmètres d'une série de polygones formés d'après les conditions 
précédentes et infiniment voisins les uns des autres ; les polygones ex- 
trêmes p et /?„ étant toutefois séparés par un intervalle fini. 

Le périmètre p étant maximum , la variation du périmètre , quand on 
passe de p à /?', est , ou rigoureusement nulle , ou seulement infiniment 
petite du second ordre. 

Ainsi 

p-.p' = o, ou /> — /?'<£, (^' — ^); 

de même 

p'—p"=:o, ou p' —p" <CSi(^" — jo'); 



^11 Sj, . . M ^n ^^^^ des infiniment petits du premier ordre et x^.x\ a?", , . ^ , 
x^"^ désignant , par exemple , les abscisses des premiers sommets a, a\ 
«", . . . , fl(") des polygones dont les périmètres sont /?,/?',/?",..., /?^''^ Soit 
e^ le plus grand des nombres e, , e,, . . . , «„ ; ajoutant membre à membre 
les égalités et inégalités précédentes, et remplaçant les s par s^, on 
aura 

p-p{»)=o, ou /?—/?('•) <efc(.r(")—j7). 

Et l'on en conclut que la différence/? —/?(") est rigoureusement nulle , puis- 
que l'on peut établir qu'elle est moindre que toute ligne donnée. 

Observation, — La démonstration précédente n'a eu d'autre effet que 
d'établir, dans un cas particulier, ce principe général , qu'une fonction dont 
la dérivée est constamment nulle, se réduit à une constante. 

Problème VL — Trouver la définition générale des polygones à péri- 
mètre minimum, circonscrits à une courbe donnée. 
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SoliUion. — Soit abc, fila un polygone circonscrit à périmètre mi- 
nimum. Regardant tous les côtés du polygone comme 
fixes, sauf le\ côté ah , il est clair que û^ doit coïn- 
cider avec celle des tangentes à la courbe fixe qui 
ferme le polygone om^crt A'l/f,,,cB\ en détermi- 
nant un périmètre total minimum. 

Or, soient AB et A'B' deux tangentes infiniment 
voisines, comprenant entre elles la tangente cher- 
chée ab^ et fermant le polygone ouvert par des péri- 
mètres égaux; et soit I le point d'intersection de AB, A'B', lequel est 
infiniment voisin des points de contact T et T'. 

D'après le problème 8 du chapitre 11 ( page 87 ) , qn pourra con- 
struire le point I en menant \ës bissectrices des angles extérieurs en A, B 
du polygone ABr...//A, et abaissant de leur point d'intersection une 
perpendiculaire sur AB. Si donc, passant à la limite, on suppose que AB 
et A'B' se confondent avec ab^ et si Ton observe qu'en même temps les 
points T, T', I se confondent avec le point de contact t de ab sur la courbe, 
on verra que dans tout jmtrgone à périmètre minimum circonscrit à une 
courbe, la normale à la courbe menée par le point de contact île chaque 
côté, et les bissectrices des angles extérieurs du polygone adjacents à ce 
côté, concourent en un même point. 

Première application. — La courbe donnée est un cercle. 
Soit 0' le point de concours des bissectrices des angles extérieurs en a 

et b^ o't sera normale au cercle et passera par lé 
centre o ; menons oa , ob qui seront bissectrices des 
angles intérieurs en « et ^. Les triangles rectan- 
gles oao' pbo' sont égaux , parce qu'ils ont l'hypo- 
ténuse commune oo\ et que les perpendiculaires 
abaissées des. sommets de l'angle droit sur l'hypo- 
ténuse coupent celle-ci au même point. Il en 
résulte que les angles tao et tbo sont égaux , ainsi que les angles a et b 
du polygone. Donc , panni les jwlygones d^un même nombre de côtés cir- 
conscrits à un cercle , le polygone régulier a un périmètre minimum. 

Seconde application. — Ln courbe donnée est une ellipse, 

Lemme I. — Étant données deux ellipses homofocales , si par un point t 
de Vellipse intérieure on mène une tangente qui coupe Vellipse exté- 
rieure aux points a et b, la normale en t à ^ellipse intérieure et les tan- 
gentes en a et b à Vellipse extérieure , concourront en un même point, 

Lemme IL — Un point ne saurait avoir même polaire par rapport à 
deux ellipses homofocales, h moins que ces ellipses ne se confondent. 

Ces lemmes étant supposés établis, soient abc, . .X/un polygone à pérL 
mètre minimum circonscrit à une ellipse (E"l ayant/, /' pour foyers, 
/ le point de contact du côté ab sur l'ellipse, et o le point de concours 
des bissectrices des angles extérieurs du polygone en a ei h : d'après 
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le théorème général qui précède, la droite ot sera normale à l'ellipse 

en t. Or, de ce que les côtés la, ab, bc sont 
tangents à l'ellipse (E'), et de la définition des 
droites ao et bo. il résulte que l'on peut con- 
struire deux ellipses auxiliaires que nous désigne- 
rons par ( a) et (p) , passant, l'une par le point «, 
l'autre par le point b, ayant pour tangentes respec- 
tives en ces points les droites ao et bo , et homo- 
ibcales à la proposée (E'). Mais ces deux ellipses 
( a ) et ( [5 ) coïncident en une seule. Supposons, en effet, qu'il en soit autre- 
ment , désignons par aa' et bb' les cordes distinctes 
que la droite atb détermine dans ces ellipses , et 
joignons oa\ ob'. D'après le lemme I , oa' et ob' 
seraient respectivement tangentes aux ellipses (a) 
et ( (5), et par suite le point o aurait même polaire 
ab'ba' par rapport aux deux ellipses homofo- 
cales (a) et (^), ce qui est contraire au lemme IL 
Donc les deux ellipses (a) et (f^) Coïncident, et par suite deux sommets 
consécutifs quelconques du polygone à périmètre minimum appartiennent 
à uiie'mème ellipse homofocale à la proposée. Donc tout polygone à péri- 
mètre minimwn , circonscrit h une ellipse donnée (E') , .yc trouve en même 
temps inscrit à une seconde ellipse ( E ) , homofocale à la proposée. 

Corollaire. — On verrait, comme dans le problème précédent, que 
l'on peut former une infinité de polygones à périmètre minimum , cir- 
conscrits à l'ellipse (E') et inscrits à l'ellipse (E), et que tous ces poly- 
gones sont isopérimètres. 

Scolie, — Si l'on observe que chaque polygone à périmètre minimum 
circonscrit à l'ellipse (E') est inscrite l'ellipse (E) et satisfait, en outre, 
aux conditions imposées aux polygones à périmètre maximum inscrit dans 
cette ellipse , on pourra renfermer tous les résultats précédents dans cet 
énoncé : Si l'on a sur le même plan deux ellipses homofocales (E) et (E') 
telles y qiàun premier polygone de n côtés puisse être inscrit dans Vune et 
circonscrit h l* autre : 

1°. 'On pourra former d'après les mêmes conditions une infinité de 
polygones ayant le même nombre de côtés et le même périmètre ; 

a®. Chacun de ces polygones sera de périmètre maximum parmi tous 
les polygones d^un même nombre de côtés que Von peut inscrire dans 
r ellipse extérieure y et de périmètre minimum parmi tous ceux que Von 
peut circonscrire à V ellipse intérieure. 

Observation, — Ces beaux théorèmes ont été découverts par M. Chasles : 
leur démonstration analytique, par l'emploi des coordonnées elliptiques ^ 
a fait en i852 le sujet de quelques leçx)ns de M. Liouville au Collège de 
France. ( Voir aussi le célèbre Mémoire de M. Steiner : Journal de Mathé- 
matiques, i84i, page 169.) 
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§ II. — De LA GRANDEUR MAXIMUM OU MINIMUM PARMI DES 

GRANDEURS INDÉTERMINÉES. 

57. Les problèmes analogues à ceux qui ont été résolus dans le para- 
graphe précédent , reviennent , en dernière analyse , à déterminer sur une 
ligne, donnée immédiatement par l'énoncé, ou sur une ligne auxiliaire 
construite au moyen des données de la question , le point pour lequel une 
grandeur, dont la valeur varie avec la position du point sur la courbe, de- 
vient maximum ou minimum. 

Il existe une autre classe importante de problèmes dans lesquels on 
cherche parmi toutes les lignes , dont les extrémités sont assujetties à cer- 
taines conditions communes y.mais qui dans V intervalle des points extrêmes 
demeurent entièrement indéterminées y celle pour laquelle une grandeur, 
dont la valeur dépend de la ligne tout entière, devient maximum ou mini- 
mum (EuLER, Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive pro- 
prietate gaudentes , i744î pages 2 et 3) : la grandeur dont il s'agit étant 
en général une grandeur géométrique , telle qu'une longueur, une aire ou 
un volume, dont les éléments se forment, d'après une loi donnée, en 
chacun des points de l'une des courbes que l'on considère. Le premier et 
le plus célèbre est le problème de la bracfUstochrone , qui fut proposé par 
Jean Bernoulli en 1696. Dans les Actes de Leipsick de l'année suivante 
(mai, page 206), avant d'en exposer la sohition, il fait observer que les 
méthodes données jusqiC à ce jour par Fermât y Descartes et les autres, 
pour la détermination des maxima et minima, sont renfermées dans 
d'étroites limites , puis qu'elles s'appliquent seidement aux cas où l'on 
doit chercher^ parmi une inanité de grandeurs données, la grandeur maxi- 
mum ou minimum ; et que les difficultés que l'on rencontre deviennent 
autrement sérieuses y dès que les grandeurs parmi lesquelles se trouve le 
maximum et le minimum demeurent aussi indéterminées que le maximum 
ou le minimum que l'on cfierche. 

En publiant les procédés particuliers qui lui avalent réussi dans la so- 
lution de ce problème, et qui, selon lui, pouvaient s'appliquer avec le 
même succès à d'autres sujets semblables, Bernoulli ajoutait qu'il ne 
croyait pas à la possibilité de trouver une méthode générale applicable à 
toutes les questions du même genre. 

Euler et Lagrange, comme on le sait, ont donné un démenti formel à 
ce doute d'un grand géomètre ; et le calcul des variations demeure l'un des 
plus beaux monuments de l'analyse , et dans lequel apparaissent avec le 
plus d'éclat les qualités de certitude et d'universalité qui sont propres à 
cette dernière. 

Le rôle de la géométrie pure, dans l'étude de ces nouveaux problèmes, 
paraissait devoir être fort restreint, sinon complètement nul; mais le génie 
de Madaurin surmonta toutes les difficultés de la matière , et le Traité des 
Fluxions renferme une méthode générale, fort belle et peu connue, qui 
conduit par une voie entièrement élémentaire à la solution d'un grand 
nombre de ces questions , et que nous allons maintenant exposer. 
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58. Principe fondamental. — Que Von désigne en général par (j les 
grandeurs variables et indéterminées parmi lesquelles se troui>e le mini- 
mum [pii le maximum) que Pon cherche, et soit Y une grandeur constante 
de même espèce que les grandeurs considérées : si Von retranche V de 
chacune des proposées G, on obtient une nouvelle suite de grandeurs 
G'= G — r qui correspondent aux premières et telles évidemment ,^1^ à 
la grandeur minimum G^ de la première série correspondra la grandeur 
minimum G', de la seconde} or on. exprimera que G', = G, — T est le 
minimum cfierché, en décomposant G, et Y en un même nombre d^élé- 
ments correspondants AGj et Ar, et en exprimant que chacune des dif- 
férences élémentaires A G, — Ar eH minimum* On aura défini par là 
cliacun des éléments de la grandeur minimum G, , et par suite la gran- 
fleur minimum elle-ménie. 

Remarque /. — Si les grandeurs G se rapportent à des lignes indéter- 
minées parmi lesquelles on cherche celle qui jouit de certaine propriété de 
minimum ou de maximum , la méthode précédente devra conduire à l'é- 
quation différentielle du premier ordre de la ligne cherchée, puisqu'elle 
doit fournir la définition de chaque élément de cette ligne. 

Remarque II» — L'emploi général de la grandeur auxiliaire r étant dé- 
fini comme précédemment, il faut encore observer que cette grandeur r 
doit toujours renfermer quelque élément arbitraire , dont on fixe à poste- 
riori la valeur de manière que la grandeur minimum G^ = G', -|- r satisfasse 
aux conditions qui lui sont imposées par l'énoncé du problème. Au point 
de vue analytique, cela revient à dire que l'emploi de la méthode actuelle 
équivaut à Tintégration d'une équation différentielle du second ordre, inté- 
gration qui a dû introduire dans l'équation différentielle du premier ordre 
qui en résulte une constante arbitraire. Cette constante doit donc naître 
pareillement de la méthode que nous venons de définir; et bien loin que ce 
qu'il parait y avoir d'indéterminé dans cette méthode soit une objection 
contre la certitude des résultats que l'on en peut tirer, cette indétermina- 
tion nécessaire , comparée aux résultats que fournit l'analyse , pourrait , 
s'il en était besoin, servir de confirmation à la méthode. 

APPLICATIONS. 

59. o. Lemme général. — Problème. — Étant donnés un point et une 
droite, aller du point à la droite par un chemin tellement cJioisi, que le 
temps employé à le parcourir avec une vitesse v , diminué du temps em- 
ployé à parcourir sa projection avec la vitesse v^'^ v, fournisse une dif- 
férence minimum. (Traité des Fluxions, tome II, n° 572.) 

Solution, — Il s'agit de rendre minimum la différence 

MM' mW ., .,-,, _,, V 

— 7 ou celle-ci : MM — wM — 

V ^ ^i 

Or, en vertu de la restriction t' < t', , on peut représenter le rapport - 

8 
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par un cosinus ; ce sera , par exemple , le cosinus de l'angle que forme 

//iM' avec une droite MX menée par le point M, 
et la position de la droite MX sera déterminée 
par cette relation 

(i) C08(mM',MX) = 8inwMX=-; 



M 




m 



M" 



et Texpression que Ton doit rendre minimum 
devient alors 



MM'~//iM'cx)8(iwM',MX), ou MM'~/iN'; 

/zN' étant la projection de mW sur la droite MX. 

Or, si du point M comme centre on décrit l'arc M' M" terminé à la droite 
MX prolongée, on aura 

MM'-//N'=MM"-/iN'=M«^-N'M"; 

et comme M n est constante , on voit que le minimum cherché a lieu quand 

N'M" est nulle, c'est-à-dire quand la droite MM' coïncide avec la droite MX. 

Ainsi le simfs de P angle (C incidence de la droite cfiercfiée sur la droite 

ç 

donnée y est égal au rapjMjrt — des vitesses données. 

Remarque. — La solution analytique du même problème dépendrait 
seulement de la théorie élémentaire des maxima pour les fonctions du 
second degré. 

I. Problème de Fermât. — Étant donnés deux points A et B situés 
dans deux milieux différents que sépare la droite ocy ; et if, v' désignant 
les vitesses de propagation de la lumière dans les deux milieux:, on de- 
mande le chemin AIB que doit suivre une molécule lumineuse, pour aller 
du premier point au second dans un temps minimum. 

Solution, — Abaissons A/i, B^, perpendiculaires sur .rr; il s'agit de 
trouver un point I sur a^-, tel que 



(I) 



AI BI 

— I — r = mmimum. 



D'ailleurs le chemin à temps minimum ne doit être cherché évidemment 

que parmi ceux qui rencontrent la droite xy- entre 
les points a eiby et qui ont par conséquent même 
projection ab sur xy. Si donc on désigne par V 
une vitesse supérieure à (^ et à v\ le temps em- 
ployé à parcourir ab avec la vitesse V sera une 
quantité constante ; et nous aurons satisfait à la 
condition (i), si nous satisfaisons à celle-ci 

AI BI a^ 

— f- — - — -ç- = mmimum , 
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OU , en décomposant aben al-{-bl^ si noud satisfaisons à cette dernière 
/ ^ /AI fll\ . /BI bl\ 

Enfin, cette dernière relation sera satisfaite^ si l'on peut satisfaire simul- 
tanénient à chacune de celles-ci 

. . Al al . . 

(a) -77 = minimum » 

(' V 

, , X BI ^ I . . 

(o) -^ = -KT = minimum. 

Or, d'après le lemme précédent, si Ton désigne par i et r les angles d'in- 
cid^ice et de réfraction AIN, BIN', chacune des conditions (^r) et (^) sera 
remplie , si l'on a 



u' 



sm/ = ^7 sinr^:-; 

d'où , en divisant membre à membre , 

sin I V 



{^) 



sinr V 



Ainsi le chemin que doit suivra une molécule lumineuse pour aUer d'un 
premier à un second milieu dans un temps minimum, est tel, que le rapport 
des sinus des angles d'incidence et de réfraction, dans le passage du pre- 
mier au second milieu, soit égal au rapport des vitesses de propagation 
de la lumière dans le premier et dans le second milieu. 

ScoUe. — La solution directe de ce problème dépendrait évidemment de 
la méthode pour la recherche (les maxima et minima absolus^ exposée dans 
le chapitre précédent. L'emploi de cette méthode conduit d'ailleurs à une 
généralisation du théorème précédent qui peut être utile pour des appli- 
cations ultérieures. Il suffit , pour y parvenir, de remplacer îe plan de la 
figure précédente par une surface quelconque : on verra alors que lé che- 
min ÂQB , défini par la même condition de minimum , est formé par deux 
lignes géodésiques AI et IB de la surface , et que les angles i* — i , i^*" — r, 
90U& lesquels ces lignes géodésiques coupent la courbe de séparation xy^ 

sin i V 
sont encore liés par la relation -: — = -• ' On aura d'ailleurs à s'appuyer 

sur ce principe , que la courbe qid intercepte des arcs équivalents sur les 
lignes géodésiques d'une surface, issues du même point, coupe orthogona^ 
lement toutes ces lignes géodésiques, 

a. Problème. — TYouver la ligne sur laquelle doit se mouvoir un point 
matériel soumis à faction de la pesanteur, pour aller d'un point donné 
à une verticale donnée vv', dans un temps minimum, ( Traité des Fluxions, 
tome n , n<* 574.) 

Solution. — Soient OMM'H la brachistochrone cherchée et H le point in- 
connu où elle coupe la verticale donnée W. Menons les horizontales OV 

8. 



o 




1 


r v 


H* 




.jï:,,^^^ 


H 






X 






V - 
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et HH' des points de départ et d'arrivée , ainsi que la verticale OH' du point 
de départ. 

Il est facile de reconnaître , à priori, que la courbe cherchée ne saurait 
avoir aucun de ses points à gauche de la verticale OH' ou au-dessous de 
l'horizontale HH', et que, par suite, on ne doit chercher la brachisto- 
chrone que parmi les courbes en nombre infini qui joignent le point au 
point ( indéterminé ) H , et qui sont en outre comprises dans le rectangle 
OVHH' : or toutes ces courbes ont même projection HH' sur l'horizon , et 
la vitesse acquise en H , par la chute sur Tune d'elles , est la même pour 
toutes ; désignons par c', cette vitesse qui demeure indéterminée comme 
le point H lui-même. 
Conformément à la méthode générale , nous dirons : Si le temps par 

OHM' H , parcouru avec une vitesse variable f , 
est minimum , ce même temps diminué du temps 
par HH', parcouru avec la vitesse constante p,, 
sera encore minimum ; et si nous décomposons 
la courbe et la droite en un même nombre d'é- 
léments correspondants MM', /wM', la différence 
des t«mps que l'on vient d'énoncer sera mini- 
mum , si l'on rend minimum cette différence élémentaire : 

Temps par MM' parcouru avec la vitesse. v^ moins temps par /wM' par- 
couru avec la vitesse r,. Or, d'après le lemme, pour que cette dernière 
différence soit minimum , il suffit , en regardant l'élément MM' de la courbe 
comme rectiligne , que l'on ait 

sinwMM'= -7 

ou . 

dv V 

V désignant la vitesse acquise par le mobile à son arrivée en M , et les or- 
données X de la courbe étant parallèles à l'horizontale OV. 

Corollaire!. — La formule (i) fournit, comme on le voit, l'équatioD 
différentielle du premier ordre de la brachistochrone pour le cas où la pe- 
santeur agit sur le mobile par des droites parallèles, l'intensité de la pe- 
santeur étant ou constante , ou variable suivant une loi quelconque : cette 
formule conduit , en outre , à cette conséquence importante , que la bra- 
ijiistochrone est tangente à la verticale du point de départ, et normale à 
la verticale W à laquelle elle se termine ; car, si l'on fait alternative- 
ment (^ = o et c = p^ dans la formule, elle donne 

dj dy 

-f- = o , et -r = I . 

ds ds 

Corollaire H. Dans le cas d'une pesanteur constante , on a 

V = \/%gx, 
et la brachistochrone est une cycloïde. 
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Remarque. — La formule (i) a été donnée pour la première fois par 
Jean Benioulli (Actes de Leipsick y 1696, mai, page 208) : ce géomètre 
l'avait obtenue eh généralisant le problème de Fermât, et en assimilant la 
brachistochrone à la trajectoire d'une molécule lumineuse traversant , dans 
un temps minimum , une suite de milieux de densités différentes , d'épais- 
seurs infiniment petites, séparés les uns des autres par des surfaces 
horizontales. 

3. Problème. — Trouver la ligne que doit décrire un point matériel 
soumis à T action d'une force émanant d'un centre fixe C, pour aller ^ dans 
un temps minimum y d'un point donné à une droite donnée, passant par 
le centre attirant, [Traité des Fluxions y tome II, n** 578. ) 

Solution, — Soit AMB la brachistochrone cherchée , et B le point inconnu 
où elle atteint la droite donnée CB^. Du point C, comme centre, décri- 
vons les arcs du cercle A^ et B« iiiterceptés dans l'angle donné ACB. Il 
est facile de démontrer, à priori , que la ligne cherchée est tout entière 
comprise dans le trapèze mixtiligne kb^a. Nous la chercherons donc 
parmi les lignes qui satisfont à cette condition et qui joignent le point A 
au point indéterminé B. Or toutes ces lignes , projetées centralement sui- 
vant le point C sur la circonférence Ba, ont même projection, à savoir 
Tare B«; et la vitesse acquise en B par la chute sur l'une d'elles est la 
même pour toutes ; soit v^ cette vitesse. Dès lôrs , si le temps par AMB 
parcouru avec la vitesse variable p, est minimum , on aura aussi 

©.(AMB^ v) — ©.(arcflBjPj) = minimum; 

et "si l'en décompose la courbe et l'arc en un même nombre d'éléments 

correspondants ivftl', NN', la différence précédente sera 
minimum, si l'on rend minimum chacune des diffé- 
rences élémentaires , telles que 




(«) 



G.(MM',cO-S-(NN'»*'i)- 



Or, désignons par r, r\ r, les distances au centre 
attirant C des points M, M-', B, et décrivons du centre C 
le petit arc M' m semblable à l'arc NN' ; on a 



et , par suite, 



NN'= M'/w.-!,, 

r 



6.(NN',p,) = 



NN' 



V. 



M' m /•, 
? 



V. 



Wm 






On voit.donc que le temps employé à parcourir NN' avec la vitesse i\ 
est égal au temps employé à parcourir Wm avec une vitesse égale à <', • 7 * 
Donc, en substituant dans la différence (//), on aura à rendre mi- 
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nimum 



G.(MM',i')-6.^wM',i',-^'Y 



Or, d'après le lemme, pour que cette dernière différence soit minimum, 
il suffit, en regardant les éléments MM' et m M' comme rectilignes, que 
Ton ait 

sin/TtMM' = f : i', - : 

donc, en appelant MT la tangente en M, remplaçant r' par r, sinCMM' 
par sin CMT =2 r-j- ^ il vient 

(I) BinCMT = r^® = -.-S 

^ ' as s>^ r 

pour réquation différentielle de la courbe cherchée. 

CoROLLAiBB I. — Cos formulos conduisent encore à cette conséquence, 
que la braclUstochrone est tangente au rayon CA , qui passe par Porigine^ 
et normale au rctyon CB , auquel elle se termine, 

GoRouAiHB IL — La formule (I), que Ton écrirait 

r8inCMT=:iJ.t', 

démontre ce théorème dû à Euler, que la vitesse en chaque point est 
proportionnelle à la distance du centre d*attraction à la tangente en ce 
point. 

Corollaire II L — Supposons que l^ attraction exercée par le centre C 
soit proportionnelle à la distance. Le principe des forces vives donne , 
dans ce cas , 

en désignant par r, la distance initiale GA, pour laquelle f = o, et l'é- 
quation (I) devient alors ■ 

(,) sinCMT = /.^ = v5^^.a, 

qui représente, comme on le sait, une épicycloïde engendrée par un 
point d'une circonférence ayant pour diamètre r^ — r^ — Xa, qui roule- 
rait intérieurement sur la circonférence A b. On pourrait d'ailleurs établir 
ce dernier fait directement , et sans beaucoup de peine, en s'appuyant sur 
la construction de la tangente à l'épicycloïde et sur le lemme que voici : 
Que l'on prenne un point quelconque C sur le prolongement de l'hypo- 
ténuse bB d'un triangle rectangle bMB et que Von joigne CM , on aura 



sinCMB = 



en posant CM — /*, C A = r; et CB — r, . 
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4 . Problèmb. — Trouver la courbe plane passant par fleux poinis donrèés 
Kct^^ et engendrant une aire minimum par sa rotation autour d^un axe 
O X situé dans son plan. 

Solution, — Soit ACMB la courbe cherchée pour laquelle l'intégrale //r/i-, 

étendue à tous les points de la courbe compris 
entre A et B, est minimum. Pour toutes les 
courbes joignant le point A au point B, l'inté- 
grale fdx^eX par suite celle-ci, XJdx prise entre 
les mêmes limites est une grandeur constante, 
\ désignant une constante arbitraire. Il suffira 
donc, conformément à la méthode générale, de 
~ trouver la courbe pour laquelle / [yds — 'kdx) 
est un minimum , et cette somme sera minimum 




p p* 6 
si chacun de ses éléments 

yds 

est minimum. 



^ , ds dx 

Xdx = — 

I 1 



Or, si l'on regarde - et r comme représentant des vitesses , et si l'on 

regarde comme donné l'accroissement df de l'ordonnée dans le passage 
d*un point M de la courbe au point infiniment voisin M', le minimum 
aura lieu , d'après le lemme, si Ton a 

I 



8inMM'/w' = ~ =:-^ = -. 
ds I y 



On a donc 

(III) 



I 

A 



dx 



pour réquation différentielle de la courbe cherchée qui est , par couse 
quenty une chaînette dont l'axe est perpendiculaire à la droite 0^. 

Scolie, — Dans le problème précédent, l'usage que l'on a fait du 
lemme de la page 1 13 , exigeait que l'on pût regarder comme donné l'ac- 
croissement df de l'ordonnée, dans le passage du point M au point infi- 
niment voisin M' de la courbe cherchée. Or, on peut faire voir que cela 
est permis, au moyen du raisonnement suivant : Soit ACMB la courbe 
cherchée et C son point le plus bas. D'après la définition du point C , 
et quoique ce point demeure inconnu , on peut dire que l'on ne doit 
chercher la courbe demandée que parmi celles qui joignent A à B , en 
passant par le point C et ayant en ce point leur tangente parallèle à Ox, 
Or, pour toutes ces courbes les variations totales de l'ordonnée y sont 
les mêmes de A en C et de C en B , et l'on peut , par conséquent , par- 
tager les différences Y^,,^ — Y^.^ , Y^^^ — Y^,^ , communes à toutes ces 
courbes, en un certain nombre de parties très-petites , égales ou inégales, 
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qui seront les mômes pour toutes ces courbes; ce qui revient à dire que 
l'on peut regarder comme donné l'accroissement dy de l'ordonnée de la 
courbe cherchée. La même remarque s'applique aux problèmes des n** 3 
et 3 et à ceux qu'il nous reste à étudier dans le chapitre suivant. 

CHAPITRE ir. 

Bes maxiina et mimma relatifs. 

■ 

60. Problème général. — Parmi toutes les courbes en nombre infini^ 
dont les extrémités sont assujetties à certaines conditions communes y et 
pour chacune desquelles une certaine fonction F, qui dépend de la courbe 
tout entière^ a une même valeur^ déterminer celle pour laquelle une autre 
fonction ^ de la courbe a une valeur maximum ou minimum. 

Dans cet énoncé on désigne par fonction cF une courbe une grandeur 
soit géométrique , telle qu'une longueur, une aire ou un volume dont les 
éléments se forment , d'après une loi donnée , en chacun des points de 
cette courbe ; soit numérique , et la fonction est alors représentée par une 
intégrale définie s'étendant à tous les points de la courbe qui se trouvent 
compris entre des limites données. 

Le problème actuel se ramène très- simplement au problème des maxima 
et minima absolus qui a été résolu à la fin du dernier chapitre au moyen 
du principe suivant qui a été employé d'abord par Maclaurin ( Traité des 
Fluxions, 1743^) et par Euler (Met/iodus inveniendi, 1744? page 188), et 
qui est d'un continuel usage dans le calcul des variations : 

Principe fondamental. — La li^ne cherchée L, pour laquelle la fonc- 
tion 4> est maximum ou minimum y parmi toutes les lignes pour lesquelles 
la fonction F a une même valeur^ est aussi la ligne pour laquelle la fonc- 
tion Y -\-\^ est un maximum ou un minimum absolu, \ étant un nomb.re 
indéterminé. 

6i . Ce principe est évident en lui-même. Quant à la manière de l'appli- 
quera la solution de chaque problème , d'après la méthode générale énoncée 
à la page 1 13 , on devra retrancher de la fonction F-f- \^ une fonction ou 
grandeur auxiliaire F, ayant la même valeur pour toutes les courbes 
que l'on considère , cette valeur dépendant d'ailleurs d'un paramètre 
indéterminé ; et les fonctions Y ^ 4>, T étant décomposées en éléments cor- 
respondants, on exprimera que clutcun des éléments ^, F -4- "k^,^ — A.r 
de la fonction totale F -f- ^ ^ — F est maximum ou minimum, ce qui four- 
nira la définition de chacun des éléments de la courbe cherchée ; c'est-à- 
dire l'équation différentielle de cette courbe. L'équation dififérentielle obte- 
nue contenant d'ailleurs deux paramètres indéterminés, ou constantes 
arbitraires, l'équation qui résultera de son intégration en contiendra trois 
dont on déterminera les valeurs sous cette double condition : que les extré- 
mités de la courbe satisfassent aux conditions données, et que la fonc- 
tion F de la courbe acquière la valeur donnée. 
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APPLICATIONS. 

62. I. Problème. — Trouver la ligne de la plus vite descente parmi 

toutes les lignes d'une longueur donnée qui réunissent deux points donnés, 

flans le cas oit les forces qui sollicitent le mobile aux différents points de 

sa course ont la même direction, ( Traité des Fluxions, tome II, n" 588.) 

Solution, — Soit AMB la courbe cherchée telle, que l'arc AMB ait une 

longueur donnée, et que le temps employé à par- 
courir AMB avec la vitesse variable <% que nous 
désignerons par 6. AMB, f, soit un minimum. 

D'après la méthode précédente nous devrons 
chercher la courbe AMB pour laquelle l'expres- 
ji» sion arc AMB H- X . ©. { AMB, «^ ) , ou celle-ci , 

«rcAMB , ^ , .-^ . 
— r h S (AMB, p), 




est un minimum absolu ; et si nous regardons > comme représentant une 
vkesse , il suffira de rendre minimum la somme S (AMB, v)-{-^ (AMB, \). 

Enfin, BO étant la projection horizontale de la courbe AMB, et /x dési- 
gnant une nouvelle vitesse constante et indéterminée comme X , nous cher- 
cherons la courbe pour laquelle l'expression 

■^(AMB, <')-H6(AMB,>)-6(0B, p) 

est un minimum. 

Enfin, si nous décomposons ces trqis grandeurs en un même nombre 
d'éléments correspondants, et que nous appelions ds et dy l'élément MM' 
de la courbe et sa projection m M' sur l'horizon , il suffira de rendre mini- 
mum chacun des éléments 

ds , ds dy 

y k IL 
pu 

ds dy 



v\ 



p-f-> 



v\ 



Or > désignant une nouvelle vitesse V, le minimum aura lieu, 



d'après le lemme de la page 1 13 , quand on aura 



ou enfin 



8mM'Mw= -f = — = ~- — --— , 
as fA [t.[{f 4- X) 



dy __ p 
ds ~ C-^C'v 



(I), 



C et G' étant deux constantes arbitraires. 
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Remarque. — La relation (I) est l'équation différentielle de la brachi- 
stochrone cherchée, pour le cas où la pesanteur agit sur le mobile par des 
droites parallèles et avec une intensité constante ou variable suivant une 
loi quelconque : elle montre que la brachistochrone est tangente à la ver- 
ticale du point de départ, car, en faisant «» = o dans Téquation, on a 



ds 



= 0. 



2. Problème. — Parmi toutes les lignes d'égale longueur qui joignent 
deux points donnés A etB, trouver celle qui est parcourue dans un temps 
minimum par un mobile soumis à l'action d'une force émanant d'un centre 
fixe, ( Traité des Fluxions, tome II, n** 591.) 

Solution, — Soit AMB la courbe cherchée pour laquelle , en recourant 
à la notation abrégée que nous avons employée plusieurs fois , la gran- 
deur © (AMB, v) est minimum. 
Comme toutes les courbes , parmi lesquelles se trouve celle que nous 

cherchons, ont la même longueur, en désignant par > 
une vitesse indéterminée, la grandeur ©.(AMB,>) 
sera constante pour toutes ces courbes , et par suite 
la somme S. (AMB, v) 4- S. (AMB, \) doit être un mi- 
nimum absolu pour la courbe cherchée. Enfin, pour 
toutes les courbes qui joignent le point A au point B, 
Tare «B, décrit du point C comme centre avec CB pour 
rayon et terminé aux rayons CA, CB, est constant, 
"^ et le temps employé à parcourir cet arc avec une vi- 
tesse constante f* est constant. Donc la courbe cherchée satisfera à cette 
condition 

6. (AMB, t')-hS.(AMB,>) — @.(aB, p) = minimum. 

Enfin, cette condition sera satisfaite si Ton rend minimum 

MM^ MM^ NN^MM^ Mm' 
V '^ \ y. " v\ CM 




v-^1 



CB 



Qp j^ et IX.—- désignant de nouvelles vitesses, cette dernière ex- 

.v-\-K ' CB 

pression'sera minimum si l'on a en chaque point de la courbe cherchée 

v\ 
sin CMM' = — pw 7 

ou, en prenant le point C pour origine des coordonnées polaires, et posant 
CM = r, CB==r,, 

^Ts'~'7'\»^[v-^\y 
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dO 



= r„ 



ou enfin 

C , C désignant deux constantes arbitraires. 

Telle est l'équation différentielle de la courbe cherchée : eHe montre que 
la courbe est tangente au rayon GA qui aboutit au point de départ. 

3 . Problème. — Parmi toutes les lignes planes (Pune longueur donnée qui 
réunissent deux points donnés A et B, trouver celle qui, par sa rotation au- 
tour de Paxe Ox situé dans le même plan, engendre la surface minimum. 

Solution, — Soit AMB la courbe cherchée pour laquelle les intégrales 

/^i SX^ étendues à tous les éléments de la 
courbe compris entre A et B ont, la première 
une valeur donnée, la seconde une valeur 
minimum : pour cette courbe, l'intégrale 

fds-i-\Sxds=^Sds{i-+-'ky) 

sera un minimum absolu, > étant un para- 
mètre indéterminé. 
D'ailleurs, pour toutes les courbes qui joignent le point A au point B , 
l'intégrale fdx ou i^Jflx, prise entre les mêmes limites que la précé- 
dente , et dans laquelle f* désigne un nouveau paramètre indéterminé , a 
une valeur constante. Nous définirons donc la courbe cherchée par cette 
condition que l'intégrale 

M 

soit un minimum ; et cette condition sera satisfaite si nous rendons mini- 
mun chacun çle ses éléments (i -f- V) ds — [t-dx, ou 

ds dx 

1 I 




Or, si l'on regarde 



■ . et - comme représentant des vitesses et que 

l'on regarde comme donné l'accroissement r/j de l'ordonnée, dans le pas- 
sage d'un point M de la courbe au point infiniment voisin M', le minimum 

aura lieu si l'on a 

I 

sm MM V/i = -7- = =z — i-,--, 

ds I I -h ^ v 



ou 

(m) 



(^ + C)J=C' 



qui est l'équation différentielle de la courbe cherchée^ et celle-ci est en- 
core une chatnette [voir le problème 4 > page 1 19). 

4. Problème. — Parmi toutes les lig^ws planes d'une longueur donnée 
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qui réunissent les extrémités cTune droite donnée AB , ttvuver celle dont 
Paire [comprise entre la courbe et la droite AB) est maximum. 

Solution, — Soit prise pour axes des j: une droite Ox qui laisse au-dessus 

d'elle tous les points de la courbe cherchée AMB. 
L'aire AMBA étant maximum, l'intégrale /^^, 
prise par rapport à Taxe Ox, sera, au contraire, 
minimum, et comme les intégrales fds et jdx 
ont une valeur constante pour toutes les courbes 
que nous considérons, la courbe cherchée sera 
définie par cette condition que l'intégrale 

ou 

S[ds—[iL — ly)dx^, 

étendue à tous les points de la courbe compris entre A et B, soit un mini- 
mum ; et cette condition sera satisfaite si l'on rend minimum l'élément 

ds-[[^-'kx)dx = '^ ~^; 




c'estrà-dire si l'on a 
sinMM 



\»'-^y 



On en déduit 

(IV) (j_C) = C'J 

pour l'équation différentielle de la courbe cherchée : cette courbe est donc 
un arc de cercle. 

Observation . — On voit , par la série des applications contenues dans le 
chapitre actuel et dans le § II du précédent , que la méthode de Maclaurin , 
qui a d'ailleurs ses limites comme toutes les méthodes purement géomé- 
triques, ne le cède guère en élégance, en rapidité et en uniformité même, à 
la méthode analytique des variations, à laquelle elle paraît supérieure, si 
l'on considère la simplicité élémentaire des moyens qu'elle emploie pour 
atteindre son but. On peut observer aussi qu'en cette matière encore la 
géométrie a devancé l'analyse , puisque la belle conception de Maclaurin a 
précédé de deux et de vingt ans les travaux analytiques d'Euler et de La- 
grange sur le même sujet. 

CHAPITRE TI. 

Be la méthode pa^.déoompotittoii en èlémenU oorrefpofidaiits. 

63. La méthode par décomposition en éléments correspondants , con- 
sidérée au point de vue de ses rapports avec l'analyse, est Tune des 
plus importantes de la géométrie. Elle s'applique aux deux problèmes 



r 
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généraux ayant pour objet à' évaluer une grandeur préalMement décom- 
posée en ses éléments , ou de comparer deux grandeurs déjà décom- 
posées en un même nombre d^éléments correspondants. 

Le premier problème se ramène le plus souvent au second ; nous ver- 
rons un exemple de cette réduction dans le problème de l'attraction d'une 
sphère sur un point extérieur. Si cette réduction paraît impossible ou 
inutile , on devra , ou chercher une nouvelle signification géométrique 
des éléments de la grandeur que l'on veut évaluer, ou bien combiner deux 
à deux des éléments de cette grandeur qui se trouvent séparés par un 
intervalle fini , les éléments résultants pouvant présenter une signification 
géométrique se prêtant mieux à l'évaluation de leur somme ; ou , d'autres 
fois enfin, décomposer chaque élément en deux éléments partiels, dont 
on pourra obtenir plus facilement les sommes respectives. Le problème 
de la quadrature des épicycloïdes présente une application de ce dernier 
procédé. Nous donnerons des exemples des deux premiers dans le pro- 
blème de la rectification des épicycloïdes et dans celui de l'attraction 
d'un cylindre sur un point extérieur. 

Dans le second problème, il peut arriver à! abord que la nature de la 
question permette de décomposer les deux grandeurs considérées en un 
même nombre d'éléments correspondants qui soient deux à deux dans un 
rapport constant , et l'on en conclura que ces grandeurs sont entre elles 
dans le même rapport que leurs éléments ; à' autres fois , on pourra éva- 
luer la différence entre les éléments correspondants des deux grandeurs 
et trouver la somme de ces différences élémentaires qui représentera la 
différence entre les grandeurs considérées , etc. Nous verrons des exemples 
de ces différents cas dans la théorie des courbes tautochrones et dans la 
démonstration du théorème de Fagnano. 

On voit que la méthode actuelle remplit en géométrie le rôle réservé 
dans l'analyse au calcul intégral , qu'elle a précédé dans l'ordre historique, 
et qu'elle peut quelquefois remplacer avec avantage ; elle a été l'unique 
instrument des créateurs de la géométrie infinitésimale , Kepler, Cavalleri , 
Pascal , Fermât , Wallis et Newton ; et si son importance actuelle paraît 
moindre, on doit reconnaître cependant qu'elle a encore un rôle considé- 
rable à remplir en éclairant la marche de l'analyse , en la dirigeant dans 
le choix si important des variables qui conviennent le mieux à chaque 
question , et lui fournissant ainsi le principe de ses transformations. 

APPLICATIONS, 

64. I. Attraction d'une sphère sur un point extérieur, 
a. L'attraction qu'une couche sphérique homogène exerce sur un point 
extérieur étant , à cause de la symétrie, dirigée suivant le diamètre OC 
qui aboutit au point attiré, nous n'aurons , pour la déterminer, qu'à consi- 
dérer les composantes suivant OC des attractions élémentaires , et à éva- 
luer leur somme. Soit donc akRb la circonférence qui, par sa rotation 
autour de OC , engendre la sphère qui forme la surface extérieure de la 
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couche. Menons par le point attiré deux cordes infiniment voisines OAB , 

Oab; des points A et B menons AP, BQ perpendiculaires sur OC, et par 

le centre C , CM perpendiculaire sur OAB. Prenons pour élément de volume 
de la couche sphérique au point A le cylindre ayant pour hauteur e, 
épaisseur de la couche , et pour base la surface élémentaire engendrée 

par ka tournant d'un angle infiniment petit d'^ 
autour de OC ; si p désigne la densité de la 
couche que nous supposerons constante, 

ps . d-^ , A/i. AP 

représentera l'élément matériel de la couche 
en A, et 




of . f/\p . A/7 . AP 

» 

OA 



ii-w/^ 9 » 5 ' d-^ Afl . AP . OM ,^ 
C09 AOC = ^ — Txrr—^ • :zri = ^X. 

^ OA 



sera la composante, suivant OC, de l'attraction exercée par cet élément 
sur le point matériel , dont nous prenons la masse pour unité. Mais on 
a, dans les triangles semblables OAP et OCM, OAa et OftB, 



APOI 
0A~0C' 



Art _ B^_ Xa^Bb __ Aa-^Bb 
OA ~ OB "~ OA -h OB ~ % OM 



On en déduit 



Art . AP , OM ^ (Art-+-B^)CM 



donc , en substituant dans l'expression de dX , il vient 

(i) dX = ^•'j,f^ -(Art4-B^).CM. 

aOC 

b. Cela posé , proposons-nous de comparer les attractions exercées par 
la couche sur les deux points et 0'. Les composantes élémentaires de 
ces attractions seront dans un rapport constant si, menant par 0' (que 
nous supposons quelque part sur le diamètre CO) des cordes O'A'B', o'a'b\ 
qui déterminent dans la circonférence (C) des cordes éfçales aux précé- 
dentes, à savoir : A'B' = AB eia'b'^ab^ nous comparons les composantes 
des attractions exercées respectivement sur et 0' par les éléments de 
la couche adjacents aux points A et A' ; car on aura pour là nouvelle 
composante 



(I') 



dX' = .2-l-i^.(A'fl'-+-B7y).CM'; 
aO'G 



et il résulte de la construction des éléments correspondants A et A' : 
1° que CM = CM'; 2° que les arcs AB et ab étant respectivement égaux 

aux arcs A'B' et a ' b\ la différence des premiers , c'est-à-dire Art -H BÏ est 
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égale à la différence des seconds A'^' + B'^'. On aura donc 

I 



flX 


'2 

oc 


a)i' 


I 




O'C 




I 


X 

X'~ 


oc 

I 




» 



et , par suite , 

oc 

(Newton, Lhre des Principes, proposition 71.) 

c. On peut aller plus loin et déterminer géométriquement l'expression 
même de X. 

Observons d'abord que si , dans Tapplicatioii de la formule (i), on veut 
n'avoir à considérer qu'un seul système de cordes issues du point O et 
dont les longueurs croissent de zéro à 2R, il faudra doubler l'expression 
de dX, afin qu'elle représente la somme des composantes suivant OC des 
attractions exercées sur le point par les éléments de la couche adja- 
cente aux points A et B à la fois. On aura donc , vu la nouvelle signifi- 
cation de ^X , 

(I) dX = ^'llf'^ '[Aa^Bb)m; 

OC 

et si Ton fait la somme des composantes des attractions exercées stir 
par les deux portions de la couche qui correspondent aux zones totales 
engendrées par Aa eiBb , on aura 

^i^tLL[Xa-hBb)(M 
OC 

pour cette somme, et l'attraction totale sera , par suite, 

OC* 

Or, si par Tune des extrémités du diamètre CO on mène les cordes DB' 

et Db' respectivement égales à AB et«è, et 
qu'on abaisse CM' perpendiculaire sur DB', on 
aura 

K ^=^^15 •(, aS -f- BÏ = B^, CM = CM', 

et, par suite, 
f(ka -f. B^) CM = /B'^'.CM' = R.aR = aR% 
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car rélément B'^'.CM' de cette dernière somme représente le produit par 
le rayon R de l'accroissement D^' — DB' de la corde DB'. 
On a donc enfin 

(I) x = i4?^- 

OC 

2. Attraction d'un cylindre homogène et indéfini sur un point exté- 
rieur, 

a. Évaluons d'abord V attraction exercée sur un point extérieur o par 
un prisme homogène, indéfini^ et dont la section droite e est infiniment 
petite. Soient d = op la distance du point attiré o à la droite jôâ? qui 

représente l'axe du prisme; pe.ab l'élément matériel du prisme adjacent 
à ab. On aura, pour la composante suivant op de l'attraction exercée par 
cet élément sur le point o, 

.„ p.s,ab 
a\ = ' — 5 — • cosaop , 

en posant oa = r. Or, si l'on construit la circonférence op'a'b\ réciprocpie 

de la droite pab , le point o étant pris pour ori- 
gine et la puissance op . op' = oa . oa' = ob . ob' étant 
égale à I, à chaque élément ab de la droite corres- 
pondra un élément a'b' de la circonférence, et l'on 
aura, en posant oa' = r'. 




ab 

r 



a'b' 



ab a'b' ,,, 



Il viendra donc, en substituant dans ^X, 

r/X = pe.a'b' cos a' op', X = pefa'b'.cosa' op'. 

Mais, si l'on joint /?'^' qui coupe o«'en h' sous un angle très-peu diffé- 
rent d'un droit , on voit , en négligeant les infiniment petits du second 
ordre , que a'b'. cos a'op' = b'h', et que d'ailleurs b'h' est l'accroissement 
de la corde ^p' a' quand on passe de a' en b' sur la circonférence p'a'b'o. 
Il en résulte que la somme f a'b', cos a' Op', étendue à tous les points de 

la circonférence, est égale k 2,op' = — = - • et que, par suite. 



op 



(I) 



206 

~ d 



Ainsi, Fat tract ion est proportionnelle à la section du prisme et en rai- 
son inverse de sa distance au point attiré. 

b. Revenons au problème proposé , et menons par le point un plan 
perpendiculaire aux génératrices du cylindre et déterminant dans celui-ci 
une section circulaire dont le centre est C. Si l'on prend pour élément de 
volume du cylindre un prisme droit indéfini, ayant pour base, sur le plan 
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du cercle C, l*un des éléments superficiels de ce dernier; on verra que 
Tattraction de chaque prisme élémentaire sur le point est proportion- 
nelle à l'aire de sa base, qu'elle est en raison inverse de la distance du 
point â cette base et dirigée suivant la droite qui mesure cette distance. 
Le problème proposé est donc ramené à celui-ci : Déterminer V attraction 
exercée par un cercle sur un point extérieur, la loi de ^attraction étant 
celle de la raison inverse de la distance. Pour le résoudre, il nous suffira 
d'évaluer l'attraction exercée sur le point. par une couronne circulaire 
d'épaisseur ^R. Menons, à cet effet, les cordes infiniment voisines OAB, Oah^ 
et désignons par dY la somme des composantes suivant OC, des attractions 
exercées sur le point par les éléments superficiels adjacents aux points 
A et B à la fois; on aura, en abaissant CM peipendiculaire sur AB {voir 
la figure de la page 126), 



Or les triangles semblables OÂ^, OB^ donnent 

Aa Bb Aa-^Bb Aa-hBb 




OA OB OA4-OB 2OM 
Aa . B^ Aa-{-Bb 



on en déduit 

OA ■ OB"" OM 
Il vient donc, en substituant dans l'expression de dY, 

dY=^^(Aa-^Bb), 
et, par suite, 

Scolie. — • On démontre aisément pour le cas actuel, comme pour celui 
d'une couche sphérique, qu'un point situé dans l'intérieur du solide est en 
équilibre sous l'action des forces opposées auxquelles il est soumis. 

3. Théorie géométrique des courbes tautochrones, 

a. Un arc de courbe AaO est dit iautochrone lorsqu'il est tel, qu'un 
mobile abandonné sans vitesse initiale en l'un des points de cet arc , et 
soumis dans tous les cas à l'action des mêmes forces , emploie le même 
temps à parvenir à l'extrémité de cet arc , quel que soit son point de 
départ. 

b. Principe fondamental. — *Sï un point matériel, soumis à Faction 
d'une force constante ou variable suivant une loi donnée, décrit une 
courbe AaO telle , que la composante tangentielle de la force accélé- 
ratrice soit à chaque instant proportionnelle à Uarc compris entre la po- 
•sition actuelle du mobile et un point fixe de la courbe qu'il décrit, cette 
tourbe sera tautochrone, et le mobile parviendra au point après un 
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temps constant , indépendant de la position particidière du point de dé- 
part. 

Démonstration, — Imaginons que deux mobiles partent en même temps 

des points A et « de l'arc kaO\ nous appellerons 
arcs résidus à l'époque * les arcs compris entre les 
positions occupées par les deux mobiles à cette 
époque et le point extrémité de Tare, et nous 
désignerons par k le rapport des arcs primitifs 
AO, ai). 

Cela posé , à la fin du premier instant les deux 
mobiles auront parcouru les arcs très-petits AA,, 
aa^ , proportionnels aux composantes tangentielles 
des forces qui les sollicitent, composantes que l'on 
peut regarder comme constantes pendant le temps très-court dont nous 
parlons; ces arcs AA,, aa^ seront donc, en vertu de Itiypothèse , propor- 
tionnels aux arcs primitifs AO, «0, et l'on aura 




et , par suite , 

(0 



AA, _ AO ^ ^ 

rt«7, «0 

A.O ^ AO ^ ^ 
a,0~ aO 



Ainsi , les arcs résidus à la fin du premier instant sont proportionnels 
aux arcs primitifs. Les vitesses V,, <^, acquises par les deux mobiles à la 
même époque sont également proportionnelles aux composantes tangen- 
tielles, et par suite aux arcs primitifs ou aux arcs résidus; on a donc 



(ï) 



A.O 

a.O 



= k. 



Dans le second instant les deux mobiles seront sollicités par de nouvelles 
forces qui seront dans 1& rapport des arcs A, 0, a^ O, et animés en outre des 
vitesses acquises qui sont dans le même rapport; donc, si A, A,, a^a^ dé- 
signent les arcs parcourus dans ce second instant, on aura 



et , par suite , 



A| A^ 



A.0_ 



A,0 _ AO 

rt,0 " «0" ~ 



et les vitesses totales Vj, t^,, acquises à la même époque, seront dans le 
même rapport, 



(H) 



f'. 



A,0 _ 



Ainsi ^ les arcs résidus à la fin du second instant sont encore dans le 
même rapport que les arcs primitif s ; jdi ainsi de suite. 
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Le rap{>ort <<ies arcs résidus à une époque quelconque du mouvement 
simultané des deux mobiles demeure donc constamment égal au rapport 
des arcs primitifs. Il en résulte que ces arcs s'évanouissent en même 
temps , et que les deux mobiles parviennent au même instant à l'extré- 
mité de Tare A a 0, dont le tauchrononisme se trouve par là établi. 

Scolie, — Les courbes tautochrones , pour le cas où le mobile qui les 
parcourt n'éprouve aucune résistance, ont encore la même qualité quemd 
la résistance éprouvée par le mobile est proportionnelle à sa vitesse. 

Une démonstration entièrement semblable à- la précédente suffit pour 
établir ce théorème, dans le cas de taiitochronisme que nous venons 
d'examiner. 

Corollaire I. — Tautochrone dans le cas d'un mobile soumis à Faction 
de la pesanteur. En rapportant la courbe cherchée A«0 à l'horizontale 0^ 
et à la verticale j du point 0, on trouve immédiatement pour son équa- 
tion différentielle 

(I) 4=/- 

Si l'intensité de la pesanteur est constante , g' est un nombre invariable , 
et la courbe dierchée est une cycloïde. 

Si l'intensité de la pesanteur est variable avec la distance du mobile à 
un plan horizontal quelconque , g est une fonction de j, et réc[uation ( I ) 
conduit à l'équation de la courbe exprimée par une relation entre y et ,v. 

Dans les deux cas, et en supposant pour le second que ^ne devienne 
pas infini pour ^ = o, on voit qu'à l'origine des arcs parcourus en temps 
égaux la tautochrone est normale à la direction de la pesanteur. 

Ck)R0LLAiR£ n. — Tautochrone dans le cas (fun mobile attiré par un 
centre fixe. Le centre attirant C étant pris pour origine des coordonnées 
polaires, «t le point O étant pris pour origine des arcs j, on a, pour l'équa- 
tion différentielle de la courbe cherchée, 

dr 

(H) /(r) cosa ou f{^)^=^'^'^ ' 

a étant l'angle de la tangente en un point de la courbe avec le rayon vec- 
teur de ce point, et/(r) désignant la force, émanant du centre C, qui 
sollicite le mobile arrivé en ce point. 

Examinons , en particulier, le cas où la force est proportionnelle à la 
distance. On a alors /(/*) =>; et en désignant par r^ le rayon vecteur 
qui aboutit à l'origine des arcs, on trouve d'abord 

r'-r^^ks^', 

tkant de là la valeur de s pour la* porter dans la relation (II), élevant au 
carré l'équation résultante, et remplaçant ds^ par dr^-\-f^dB', il vient 
en résolvant par rapport à d9, 



(«) 



r-r- = zt 



v^' 
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Les variétés les plus remarquables des couii)es représentées par cette 
équation sont fournies par les hypothèses suivantes : 

7; < i; la courbe est alors une épicycloïde; 

■7 = I ; la courbe se réduit à une droite située à une distance r, du 
centre attirant; 

7 > I et /•„ = o ; la courbe est une spirale logarithmique ayant le point 

C pour origine. 

Remarque, — - L'équation primitive /(r) cosa = As^ dans laquelle on 
suppose j = o, montre que au point origine des arcs parcourus en temps 
égaux j la tautochrone est normale au rayon qui aboutit au centre atti- 
rant^ pourvu que la valeur correspondante ûef(r) ne soit pas nulle. 
( roir sur le même sujet un article de M. Puiseux : Journal -de Mathé- 
matiques, 1844 7 page 4090 

Observation, — Le tautochronisme de la cycloïde a été , comme on le 
sait, découvert par Huyghens {Horolog, oscillât,, prop. 26, page 67). Newton 
généralisa ensuite le théorème d'Huyghens, et c'est la dtoonstration même 
qu'il a donnée de la propriété semblable de l'épieycloïde ( Lii>re des Prin- 
cipes, prop. 5i), que nous avons reproduite, en établissant le théorème 
que nous avons pris pour point de départ dans la recherche des courbes 
tautochrones. L'ouvrage d'Huyghens , déjà cité , contient sur le même sujet 
une dernière proposition remarquable (prop. 26, page 58), dans laquelle 
il donne l'expression du rapport des temps eav^loyés , par le même mobile 
dans le même mouvement, à parcourir une partie AA' de l'arc AO de la 
cycloïde et la partie restante A'O. Ce théorème particularisé conduit à 
cette conséquence curieuse , que l'on retrouve également par l'analyse, que 
si dans le mouvement (Vun point sur la cycloïde on mène Phorizontale du 
point de départ, celle du point le plus bas ou sommet de la cycloïde, et 
rfiorizontale équidistante , le temps employé par le mobile dans son pas- 
sage de la première à la troisième sera égal à celui qu'il emploiera à 
passer de la troisième à la seconde. 

Il ne serait peut-être ni sans intérêt, ni sans difiBculté, de rechercher 
quelles sont toutes les courbes que l'on pourrait , pour abréger, appeler 
courbes mesochrones, qui jouissent de la même propriété. 

4. Problème de Viviani. — En 1692, Viviani proposa aux analystes de 
son temps sous ce titre : Mnigma geometricum de miro opificio testitu- 
dinis quadrabilis hetnisphericœ, le problème suivant : 

Percer une voûte hémisphérique de quatre fenêtres égales, sous cette 
condition que le reste de la voûte soit exactement carrable. 

Nous allons rapporter le principe de la solution de Leibnitz qui résolut 
le problème lé jour même où il lui fut communiqué ( Acta lApsiœ, juin 
1792, page 274). Quoique cette solution dépende de l'analyse, elle n'est 
pas cependant étrangère à notre sujet , et nous fournira un nouvel exemple 
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de rimportance que présente, dans les problèmes de ce genre, le choix des 
éléments de la grandeur que Ton veut évaluer. 

Appelons equatcur le grand cercle Ea'flE' qui limite l'hémisphère 
donné, et soit P le pôle. Soit AA' une courbe quelconque tracée sur la 
surface de l'hémisphère. Nous regarderons chaque point A de cette courbe 

comme défini par sa latitude X = — 57 — 5 et sa longitude L = — ^ — ? 

R désignant le rayon de la sphère. 

Cela posé , supposons qu'il s'agisse d'évaluer Taire sphérique comprise 
entre un arc de la courbe donnée , les méridiens qui passent par les extré- 
mités de cet arc, et l'arc que ces méridiens interceptent sur Téquateur. 
A cet effet , prenons pour élément de la surface que nous avons à évaluer 
Taire élémentaire AA'a'û, comprise entre deux méridiens infiniment voi- 
sins , et les arcs qu'ils interceptent sur la courbe donnée et sur Técjuateur. 
D'après la mesure de la zone sphérique , et en négligeant un infiniment 
petit du second ordre, Taire élémentaire ainsi définie a pour mesure 

R'^sin^fl^L, 

X désignant la latitude du point A de la courbe AA', et dh désignant la 
différence des longitudes des points A, A' de cette courbe; par suite Taire 
finie considérée mtdi pour expression 



^'I 



sinÀr/L, 




L, , L, désignant les longitudes des extrémités de Tare AB , et > étant re- 
gardée comme une fonction de L. L'aire sphé- 
rique considérée sera donc exactement car- 
rable, si Ton établit entre L et >, longitude et 
latitude d'un même point A de la courbe cher- 
chée , une relation telle , que Tintégrale 

/siftXr/L, 

prise entre certaines limites, ait une valeur 
algébrique ; et c'est ce que Ton peut réaliser d'une infinité de manières. 
Prenons pour exemple la première et la plus simple des cinq construc- 
tions données par Jean Bernoulli pour résoudre ce problème (Jeta Lipsiœ, 
août 1692, page 370); c'est-à-dire prenons, pour définition de la courbe 
AA', la relation 

X = L; 

cette courbe passe alors par le pôle P, par le point E de Téquateur qui 
est Torigine des longitudes, et ne s^étènd que sur le quart de l'hémisphère 

considéré; en outre, Tintégrale / sinXrfX prise entre les limites o et - 

étant égale à i , on voit qu'après avoir enlevé la partie du quart de Thé- 
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aûsphère Limitée, inférieurement par la courbe PAB, la portion restante 
est exactement carrable et a pour valeur le carré du rayon. 

Remarque L — Cette première construction de BernouUi revient iden- 
tiquement, au fond , à celle qui fut publiée plus tard par Viviani lui-même. 
Car si Ton abaisse d'un point quelconque A de la courbe PÂE que Ton 
vient de définir, la perpendiculaire A q sur le plan qui sert de base à l'hé- 
misphère , que l'on mène le rayon qa, on a 

A ^ = R sin X = R sin L, 

et , par suite , 

O^ = R cosL = R cosEOfl = R cosEO^; 

donc , si l'on joint Ë q , l'angle </ Ë est droit , et le point q appartient à 
la demi-circonférence décrite sur le rayon OE comme diamètre. Il résulte 
immédiatement de là cette construction : 

Que Von prenne un diamètre du grand cercle qui sert de hase à P hé- 
misphère y et que sur cJiacune de ses moitiés, considérée comme diamètre, 
et dans le plan de la base, on décrive une circonférence : des cylindres 
droits ayant pour bases ces deux circonférences détacheront de la voûte 
Jiémisphérique quatre fenêtres simples ou deux fenêtres doubles, et Faire 
de la partie restante sera équivalente au carré constriàt sur le diamètre 
de la sphère ( Viviani ). 

Remarque II» — Vers la fin de son Traité de calcul intégral, tome II , 
page 546, Bossut fait cette remarque curieuse, que la construction de Vi- 
viani fournit aussi une solution de cette autre question proposée par Euler : 
Construire sur la base d^un hémisphère une courbe telle , que le volume 
du cylindre élevé perpendiculairement sur son aire et terminé à la surface 
hémisphérique, ait une expression algébrique. 

Il est facile de démontrer, en effet, que si Ton prend pour base du cylindre 
le triangle formé par le rayon OQ perpendiculaire à OE, le quadrant EQ 
et la demi-circonférence O^g'E (qui sert de base au cylindre de Viviani), 
le volume correspondant a pour valeur les deux neuvièmes du cube du rayon. 

Prenons, en effet, ^ut élément de la grandeur que nous voulons évaluer 
le volume kk'q'qaa'. Cet élément est la différence entre la pyramide 
sphérique Okk'a' a et la pyramide Okk' q'q, dont les volumes ont res- 
pectivement pour expression 



On a donc 



-R^ sinLfl^L et -R^ sinL cos^L//L, 

<3 3 



dN= iR^sin^LrfL 



pour expression du volume élémentaire , et 

7t 



pour expression du volume total. 



2 o:„3 T ^T _ ' 1J3 . ^ _ ^ 113 



V = :^R^ / -^ sin*L^L = ^R^.; = -R 

9 
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S. Rectification des éf^çloïde& allongées ou raccourcies dioiprès 
Pascal, 

On a vu, dans le chapitre premier (page 56), qu'un arc do de rou- 
lette, produit par le roulement de l'arc ds de la courbe mobile sur un 
arc égal de la courbe fixe, a pour expression 



''"' = =^(g*F)-'^^ 



R , R' désignant les rayons de courbure en leur point de contact actuel 
des deux lignes fixe et mobile , et r désignant la distance à ce point de 
contact du point qui décrit la roulette. Plaçons-nous dans le cas particu- 
lier où les lignes fixe et mobile sont des circonférences de cercle : 

^ ± 57 est alors un facteur constant , et l'évaluation d'un arc quelconque 

xi l\ 

d'épicycloïde allongée ou raccourcie dépend du problème suivant : 

Trouver la somme des produits des arcs élémentaires qui composent un 
arc fini du cercle mobile, multipliés respectivement par les distances de 
fune de leurs extrémités à un point fixe ( le point décrivant ). 

Voici, d'après Pascal [OEuvres,,. 1779, tome V, pages 402 et suiv. ) , 
la solution de ce problème , solution qui fournit une nouvelle application 
de la méthode /?fl/' les solides auxiliaires (première partie, page 17). 

p. c> 4. Soient OACB le diamètre de la circonfé- 

1 rence donnée qui passe par le point donné , 

/ C étant le centre de cette circonférence ; mn 

-^ un arc infiniment petit et 0/w la distance de 

, A^ l'une de ses extrémités au point : joignons 

T^\tr/~7'î^r'^ >^^ B/7Î et désignons par «ï> l'angle OB/w. Posons 

rf^S^^.^^ 0C = ^, CA = R, OB = r/-|-R. 

\ Le triangle OB/w donne 

Ôw'= (r/-h R )' 4- 4 R' cos^ ? — 4 R (^ + B) cos' ^ , 
ou 

(i) Ôm = (rf + R)' — 4^Rcos''f. 

Cela posé, prenons sur CO le point H tel , que l'on ait 

(«) Œ=4^/R) 

et par le point H ainsi obtenu, élevons sur le plan du cercle une perpen- 
diculaire indéfinie HC sur laquelle nous prendrons le point C tel, que l'on 
ait 

{h) CC' = rf-i-ft; 

et joignons CG'. Enfin, menant par le point C, CP parallèle àBw, abais- 
sons du point C la perpendiculaire C P sur CP ; il suffira pour cela d'a- 
baisser C'H perpendiculaire sur le plan de la base (ce qui est déjà fait), 
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de mener HP perpendiculaire sur GP et de joindre C'P. Le triangle C'PC, 
rectangle en P, donnera alors, en observant que GP = €H cos <p , 

CT = CC' - œ'= œ''- Œ cos' <f , 
ou, diaprés les relations (a) et (b), 

(l) CT=(<f-hR)*-4r/Rcos'(ï'; 

on a donc 

(A) Om = CV. 

D'ailleurs, si l'on mène les rayons CM, CN constamment perpendiculaires 
aux cordes B w ; B/? , on aura 

{ B ) arc mn = 1 arc MN. 

Or, si Ton considère le cylindre oblique ayant pour base le cercle A/wB, 
et dont les génératrices sont égales et parallèles à CC, on voit , en me- 
nant la génératrice MM', que C'P mesure la distance du point M' à la tan- 
gente MT de la base du cylindre; que, par suite, C'P. arc MN est l'élément 
de la surface latérale du cylindre. Il en résulte, à cause des relations (A) 
et (B), que la somme des produits 

J dircmn.Oni, 

prise entre certaines limites , représente le double de l'aire d'une portion 
de surface cylindrique et peut, par conséquent, s'exprimer par le double 
de la génératrice CC multipliée par un arc de l'ellipse, section droite du 
cylindre : on trouve d'ailleurs, pour les demi-axes A et B de cette ellipse, 

A = R, B = R.J^, 

le petit axe devenant iiul et l'ellipse se réduisant à une droite quand 
d='R^ c'est-à-dire quand le point décrivant est situé sur la circonfé- 
rence mobile. 

Enfin , si l'on revient au problème primitif, on conclura facilement de 
ce qui précède qu'un arc quelconque d'épicycloïde, allongée ou raccourcie, 
est équivalent en longueur à un certain arc d'une ellipse semblable à la 
précédente et dont les axes sont par suite proportionnels aux distances 
maximum et minimum du point décrivant à la circonférence mobile. 

6. Autre solution du même problème, 

a. Que la courbe mobile roule sans glisser d'abord sur la convexité, 
puis sur la concavité d'une courbe fixe, de manière que dans ces deux mou- 
vements les mêmes points de la courbe mobile soient successivement en 
contact avec les mêmes points de la courbe fixe : un point m invariable- 
ment lié à la courbe mobile décrira deux arcs de roulettes, l'une exté- 
rieure, l'autre intérieure, dont nous désignerons les longueurs par 2 et (7, 
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en appelant s la lûBgueur de Tare de la courbe mobile qui s'est enroulé 
sur un arc égal de la courbe fixe. On aura donc, en conservant les mêmes 
notations que précédemment , 

et, par suite, 

(A) i^^=^Jl.rds, 

Tare or étant regardé comme positif ou négatif, suivant que l'on aura 

n? > B 0^ ^ < 5 j ®t» psw* suite, 2 4- <y étant, dans les mêmes circon- 
li l\ i\ i\ 

stances, une somme ou une différence. Il résulte de là que^ la somme algé- 
brique ^des deux arcs de roulette extérieure ou intérieure est indépendante 
de la nature de la courbe fixe. 

Supposons qùè l'on ait R = constante et R' == constante, c'est-à-dire 
que les roulettes deviennent des épicycloïdes allongées ou raccourcies; on 
aura alors • 





2 = 


-\i 


-l-gj/rrf^ et 


er = 


'{ 


et, par 


suite, 










(B) 






-4-- 
2 R'^R 

0- I I 

R' R 


R4-R' 
R-R' 



Les formules (A) et (R) conduisent à cette conséquence importante que : 
Si Von sait rectifier un arc quelconque de Vépicydoïde^ allongée ou rac- 
courcie y produite par le moupement d^ un point m invariablement lié à une 
circonférence ( C ) qui roule y intérieurement par exemple y sur une circon- 
férence (C), \^ on connaîtra , par V application de la formule (R), Varc 
d^épi(^cloïde extérieure engendré par le même point m dans le roulement 
extérieur de la circonférence (C) sur la même circonférence (G); %^ si 

Fon forme la somme ( si S7 ^ p ) ou la différence ( si ^7 < ^ ) des 

deux arcs ainsi obtenus, on aura la valeur générale de la somme algé- 
brique des deux arcs de roulette intérieure et extérieure engendrés par 
le mouvement du point m pendant que la circonférence [QI) roule inté- 
rieurement et extérieurement sur une autre circonférence quelconque (F) 
de rayon ^\ 1° la somme 24-0' étant ainsi déterminée, la formule (R) 
dans laquelle on remplacera R par p , permettra de déterminer respecti- 
vement 1 et (f, c'est-àrdire les arcs de roulette extérieure et intérieure en- 
gendrés par le mouvement du point m dans le roulement de la circonfé» 
rence (C) sur la circonférence (r). 

b. Application île ces principes à la rectification des épicycloïdes sim- 
ples* 
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On conoait ce théorème , dû à Cardan , qu'un point m d'une circonfé- 

reace (c') roi^ant intérieurement &ur une eir- 
conférence (r) de rayon double /> = aR', en^ 
gendre un diamètre du cercle (F). Désignons 
par 2, et o-, les arcs de roulette extérieure et 
intérieure décrites par le point w, pendant 
que l'arc om = s de la circonférwice (c') s'en- 
roule $ur l'arc égal wo de la circonférence (r) : 
la figure donne immédiatement 

o-j = w/w = 2R' ( I— cos- ) : 
on aura donc, d'après la fprmule (B), 




2. = (T 



R' 3 R ,, 



ou 



2,= 6R'(i — co8-j; 



puisque dans le cas actuel p = 2R'. Et si l'on remarque que ^ étant ici 

plus grand que - 1 on doit faire la somme arithmétique de 2 et <r, pour 

P 
avoir la valeur générale de la somme algébrique 2 -}- o-, on aura 



(A') 



2-f-Gr 



= 8R'^-cos'^'\ 



Enfin, la combinaison des relations (Â') et (B) donne pour le cas gé- 
néral, 



(X) 



,„, / «\ R-R' 



qui coïncident avec les formules données par Newton [Livre des Principes, 
propositions 48 et 49)- 

c. Rectification des épicyeloïdes allongées ou raccourcies. 

On déduit immédiatement du théorème de Cardan que l'épicycloïde 
allongée ou raccourcie , décrite par un point «, invariablement lié à une 
circonférence (c') qui roule intérieurement sur une circonférence (F) de 
rayon double, peut être engendrée par le mouvement d'un point m^ d'une 
droite mp dont les extrémités m, p décrivent deux droites rectangulaires 
Tw et Ta ; cette épicycloïde intérieure est donc une ellipse , et l'arc 
0-, = m^m^ de cette épicycloïde n'est autre chose qu'un arc d'ellipse que 
nous désignerons par s. 

On a donc successivement , en suivant la même marche et adoptant la 
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même notation que précédemment , 

_ p 4- R' 3 R' ^ _. , , 

Et , en passant au cas général , 

y_L A 2 R + R^ 

D'où Ton déduit enfin 

m R -|-R 

2 = ae.— g— » 



[y) ' CT=26. 



R-R' 
R 



Scolie, — La quadrature des épicycloïdes peut s'obtenir avec la même 
facilité par une méthode toute semblable : nous renvoyons pour ce sujet 
à l'article des Nouvelles Annales , duquel nous avons extrait ce qui pré- 
cède ( 1845, tome rv, page 83). 

7. Théorème de Fagnano. 

La différence de deux arcs elliptiques AA', aa! dont les extrémités A 
et a^ A' et a' formera deux couples de points associés, est égale à la diffé- 
rence des distances du centre de la courbe aux normales passant par les 
extrémités de Pun des deux arcs. 

Démonstration, -^ On appelle points associés d'une ellipse deux points 
tels , que les normales menées à la courbe par ces points soient également 
éloignées du centre , les distances du centre à ces points étant d'ailleurs 
inégales. 

Cela posé, regardons l'ellipse comme décrite par un point A d'une droite 
MN dont les extrémités glissent sur deux axes rectangulaires Ox^ 0/ : cette 
ellipse peut être considérée comme une épicycloïde raccourcie décrite par 
le point A invariablement lié à la circonférence OBIC qui roulerait intérieu- 
rement sur la circonférence de rayon double 01 = 2 R, ayant pour centre 
le point 0. D'ailleurs, le point fixe et le centre instantané de rotation I 
sont toujours deux points diamétralement opposés de la circonférence mo- 
bile ; et, pour chaque position du point décrivant A , la distance du centre 
de la courbe à la normale en ce point n'est autre chose que la distance 
du point à la droite AI qui joint le point considéré A au centre in- 
stantané de rotation correspondant I ; ou encore la distance à la droite AI 
du point de la circonférence mobile diamétralement opposé au point I. 
Cela posé, 

Première partie, — Que LA prolongée coupe en un second point i la 
circonférence mobile OBIA. Quand le mouvement de la circonférence mo- 
bile l'aura amenée en contact avec la circonférence fixe suivant le point /, 
la distance du centre de l'ellipse à la normale menée par la nouvelle 
position A, qu'aura prise le point décrivant A , sera égale à la distance 
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la droite A/ du point o diamétralemient opposé au point /, distance évi- 
demment égale elle-même à celle du centre O à 
la première normale AI. D'ailleurs, les distances 
du centre aux deux points A et A, sont iné- 
gales; car la première est OA, la seconde est 
égale à oA, et ces dernières lignes sont inégales, 
à moins que AI ne soit perpendiculaire au dia- 
mètre BAC. Donc : i° à chaque point de F ellipse 
correspond un second point associé au premier, 
suivant les deux conditions de la définition. 

Seconde partie. — Menons par le point A une nouvelle corde l'Ai' infi- 
niment voisine de la première. Les deux arcs d'ellipse, ^S et ds , produits 
par l'enroulement sur la circonférence fixe des arcs II' et iV de la circonfé- 
rence mobile, seront, d'après ce qui précède, des arcs associés. Or ces 
arcs ont pour expressions 

Al.ir 




rfS = AIK-.) = Al(^-i^) 



aR 



<& = 



ki . a 
"âïï" 



D'ailleurs, si l'on abaisse KP perpendiculaire sur lAi , K étant le milieu 
de la droite BAC , on trouve facilement ces relations 



il en résulte 



AI 

ir 

c/S — ds = 



ki AI - Ai 



2AP 



II 



îi 



u'-ii' "^ir-zi' 



'}.kv{i v -ii'^) _ AP(ir+/r) 



aR(ir- //') 



R 



Or, si l'on pose AK = «, lA^ = ^, l'angle lAI' = r/<j» a pour expression 
— 5 — Il vient donc, en substituant, 

fl?S — c/ly = aAP.rff = aacos^^'f ; 

et de là , en désignant par p la distance du centre à la normale AI et 

observant que 

p — aKP = 2 « sin 9 , 
ou 

dp = %a cosyr/y, 
il vient enfin 

(.r)- dS~ds — dp^ 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Observation, — On trouve facilement dans la figure précédente les rela- 
tions qui existent entre les abscisses de deux points associés, et de cette 
relation on déduit par le calcul que le lieu géométrique du point de 
concours des tangentes menées à V ellipse par deux points associés est 
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nne conique homofocale à la proposée. Il en résulte que le théorème de 
Fagnano est compris , comme cas particulier, dans les belles propositions 
découvertes par M. Chasles et relatives à la construction géométrique des 
arcs d'ellipse à différence rectifiable. C'est par ces propositions que nous 
allons terminer cette dernière série d'applications. 

8. Théorème I. — Soit i Vun des points (V intersection d'une ellipse et 
d'une hyperbole homofocales. Si par un point de l'une de ces courbes 
on mène deux tangentes à l'autre, la différence des arcs de cette der- 
nière compris entre le point i et chacun des points de contact sera égale 
à la différence des tangentes correspondantes. 

Démonstration, — Par deux points infiniment voisins m et n de l'hy- 
perbole, menons à l'ellipse homofocale les tangentes wa, ma' et nb, nb'; 
et soient o , o' les points d'intersection de ma et de nb , de ma ' et de 
nb'. Des points q et o' comme centres, avec om et o'm pour rayons, 
décrivons les arcs de cercle mp et mp\ terminés respectivement aux 
rayons on et o'n. Les segments /i/?, np' pourront être Considérés, en 
négligeant les infiniment petits du second ordre , comme les projections 
sur les tangentes nb ^ nb' de l'arc élémentaire nm de l'hyperbole; et 
comme la tangente en « à cette courbe fait des angles égaux ave€ nb et 
nb'^ on aura, à un infiniment petit du second ordre près, l'égalité 



(I) 



np = np 



Or, si l'on désigne par s et s -\-ds, par s' Qi s' -^ ds'^ les arcs ia et 

ib , ia' et ///; par t et t-\-dt, 




par t' et t' + dt' les longueurs 
des tangentes ani et bn^ a' m 
et b'n; et si l'on observe que 
r/y, fis', dt et dt' sont des 
nombres positifs dans la fi- 
gure, on pourra d'abord, en 
négligeant les infiniment pe- 
tits du troisième ordre , écrire 
les égalités 

ds = ao -{- bo, 
ds' = a'o -{^ b'o, 

La construction qui a défini les points p et p' nous donnera ensuite 

np = ôn-^om = (bn—bo)—(oa'\-am) = (^/î— /zm)— (ao+^o) =dt—ds, 

np' = dt'—ds'\ 

et si l'on porte ces valeurs dans la relation (i), il vient enfin 

(I) d(s-s')=^ d{t-~t'). 

Ainsi les variations correspondantes des différences arc ai — arc a'i , 
am — a' m, demeurent toujours égales quand le point m se déplace sur 
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l'hyperbole nmi , homofocale à l'ellipse proposée. Ces différences elles- 
m^es seront donc égales si leurs valeurs initiales sont les mêmes. Or 
c'est ce qui a lieu en effet ; car si l'on considère le point i comme la 
position initiale du point m , on a , en ce point , 

Corollaire. — On déduit aisément de ce théorène les solutioiis des 
problèmes suivants. 

1. Diviser géométriquement un arc (T ellipse [ou tT hyperbole) en deux 
arcs partiels a différence rectifiable, 

2. Étant donné un arc (P ellipse [ou (P hyperbole), construire géomé- 
triquement un second arc ayant pour Pune de ses extrémités un point 
donné de la courbe, et ayant avec le premier une différence rectifiable. 
Ce dernier problème ayant deux solutions, les deux arcs répondant à la 
question présentent eux-mêmes une différence rectifiable, et cette obser- 
vation conduit à un théorème de géométrie. 

3. Trouver V expression géométrique finie de la différence entre les 
longueurs infinies des asymptotes et des deux brandies d'une hyperbole. 
On peut consulter sur ce sujet un article de M. Terquem , auquel nous 
avons emprunté la démonstration précédente [Nouvelles Annales de 
Mathématiques, i844» page 5o6). 

Théorème II. — Étant données deux ellipses [ou deux hyperboles) 
homofocales, si par un point quelconque de la courbe extérieure on mène 
deux tangentes à la courbe intérieure , la différence entre la somme de 
ces tangentes et l'arc de la courbe intérieure intercepté entre leurs points 
de contact, conserve une valeur constante, 

La démonstration ne diffère dé la précédente que par les modifications 
qui résultent dans la figure de ce que le point m se déplace sur une 
courbe de même espèce que la proposée ; et l'on parvient , en ayant égard 
à ces modifications, à la relation 

d [t -\- t') = d [s -{- s') = d , 9JC aa\ 

Ainsi les variations correspondantes de la somme des tangentes et de Tare 
intercepté demeurent égales quand le point m se déplace sur une courbe 
homofocale à la proposée et de même espèce qu'elle; donc la différence 
entre la somme des tangentes et l'arc intercepté demeure constante. 

Corollaire. — Ce théorème fournit un second moyen de construire 
des arcs d'ellipse à différence rectifiable, et la comparaison de cette se- 
conde solution avec celle qui résulte de l'emploi du théorème I, conduit 
aisément à cette conséquence : Dans une ellipse, ou dans une hyperbole , 
si par les quatre extrémités de deux arcs à différence rectifiable on mène 
les tangentes à la courbe, ces tangentes forment un quadrilatère qui est 
circonscriptible à un cercle. 

9. Limites inférieure et supérieure du périmètre de l'ellipse entière, ou 
d'un arc quelconque detHpse. — Construction géométrique analogue h 
celle de Bernoulli [Jean). 
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Il résulte «des considérations employées dans ia question 7, ijue si l'on 
porte sur une même droite, et à la suite Tune de l'autre , deux longueurs CA 
et AB égales aux demi-axes d'une ellipse , et que sur la droite résultante 
GB = liR, comme diamètre, on décrive une demi-circonférence , la somme / 
des produits obtenus en multipliant chacun des éléments de cette demi- 
circonférence par la distance de Tune de ses extrémités au point de divi- 
sion A du diamètre CB, divisée par aR, sera égale au périmètre du quart 
de l'ellipse dont CA et AB sont les demi-axes , périmètre que nous dési- 

E 

gnerons par - • 

Cela posé, divisons la demi-circonférence CB en un nombre pair im 

parties égales ; soient o, 1,2,3. ..am— i, 
2 m les 2 /w -h I points de division , dont 
les extrêmes coïncident respectivement 
avec les points C et B , et désignons par 
d^^ d^^d^,, ,d^^ les distances de ces points 
au point de division A du diamètre CB. 
Si l'on suppose , comme cela arrive dans 
la figure , CA < AB , on aura 

ttB 

et d'ailleurs chacun des arcs 01, 12,23... aura pour valeur 

' ' ^ 2/W 

Or, on aperçoit immédiatement que là partie de la somme / qui se rap- 
porte à l'arc 1 2, par exemple , est moindre que le produit de cet arc par 
la distance d^ , et supérieure à son produit par la distance </,. On a donc 
cette double inégalité 

E 

et de là, en divisant par 2R , remplaçant / : 2R par - et multipliant par 4, 

^ ' \ %m J \ 2w y 

On peut â(mc construire géométriquement les rayons de deux circon- 
férences dont les périmètres comprennent le périmètre de l'ellipse don- 
née , et la différence entre ces rayons étant égale à la différence des demi- 
axes de l'ellipse, divisée par 2w, l'erreur commise, en substituant au 
périmètre de l'ellipse donnée le périmètre de l'une de ces circonférences , 
pourra être aussi petite qu'on le voudra. 

La même méthode s'applique encore à l'évaluation approchée d'un arc 
quelconque d'ellipse, moindre qu'un quadrant. Il suffit, en effet, de con- 
struire préalablement l'arc MN de la circonférence CB qui , en s'enroulant 
intérieurement sur la circonférence du rayon double , engendre l'arc d'el- 
lipse considéré, e\ de diviser cet arc MN en 2//1 parties égales, et de 
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joindre les points de division au point A. On trouve alors, en employant 
les mômes notations , 



arcMN / rf,+<f,+...+rf,^, \ ^ arc MN / rf^+rf^-f-. . .-\-d,J \ 



Or, en désignant par l'angle au centre qui correspond à l'arc MN, on a 



et en substituant cette valeur dans les inégalités précédentes, on voit que 
l'arc d'ellipse e se trouve compris entre deux arcs de cercle semblables, 
correspondant à des angles au centre ^ux à - < et dont la différence des 
rayons peut être aussi petite qu'on le veut. 

Bemarque. — En appliquant au système de deux ellipses égales sa 
théorie générale du mouvement de rampement d'une courbe sur une 
autre, Jean Bemoulli parvint aux deux inégalités suivantes : 



(M) 






am désignant actuellement, non plus un nombre pair quelconque, mais 
une puissance de % ( Opéra omnia, (orne I , page 4 4^ ] ' 

Les formules de Bemoulli fournissent des limites plus resserrées que 
les précédentes, mais elles ne s'appliquent pas comme celles-là (du moins 
sans une démonstration spéciale), à la rectification approchée d'un arc 
quelconque d'ellipse. Il serait toutefois intéressant de les obtenir directe- 
ment par l'emploi des considérations précédentes i elles nous paraissent 
l'auxiliaire le plus naturel que l'on puisse employer dans cette recherche, 
car elles conduisent presque nécessairement k la construction géométrique 
des différentes lignes que l'on a à considérer, construction que l'on ne 
fait intervenir qu'avec effort par l'emploi du mouvement de rampement. 

Les fonnules (CI), qui avaient été données sans démonstration parBer- 
nouUi, ont él^ établies pour la première fois par H. Prouhet, dans une 
intéressante étude sur les reptoires, insérée dans les Nouvettes Annales de 
Mathématiques, i854, pages 174 et-a35. 
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